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ВСТУП 

 

Як відомо, активне вивчення комплексних чисел і функцій комплексної 

змінної почалося ще у 18 столітті. Особливо великі заслуги найбільшого 

математика того часу Леонарда Ейлера (1707 – 1783), який справедливо 

вважається одним із творців цього розділу математики. У роботах Ейлера 

детально вивчені елементарні функції комплексної змінної, надано умови 

диференційовністі (1755) і початки інтегрального числення функцій 

комплексної змінної (1757). Ейлер використовував функції комплексної змінної 

не тільки в математичних дослідженнях. Він був першим, хто застосував їх в 

гідродинаміці і картографії. 

Дослідження Ейлера отримали розвиток в роботах його послідовників – 

Коші (1789 –1857), Вейєрштрасса (1815 –1897) і Рімана (1828 – 1866). Саме їх 

внесок у вдосконалення і розвиток праць Ейлера дозволив оформити теорію 

функцій комплексної змінної в якості одного з найважливіших розділів 

математичного аналізу.  

Апарат теорії функцій комплексної змінної  застосовується при 

розв'язанні багатьох прикладних задач у фізиці, автоматиці, електростатиці, 

гідродинаміці і т.д. А при вивченні деяких диференціальних рівнянь навіть 

просте уявлення про комплексні числа дозволяє уникнути грубих помилок. 

Наприклад, для лінійних однорідних диференціальних рівнянь другого порядку 

зі сталими коефіцієнтами характеристичними є квадратні рівняння, які в 

залежності від знака дискримінанта мають або різні дійсні, або дійсні кратні, 

або комплексні корени. Проте, зіткнувшись з від'ємним дискримінантом 

квадратного рівняння, студенти помилково стверджують, що відповідне 

рівняння не має коренів. Доводиться пояснювати, що в цьому випадку немає 

дійсних коренів, але є комплексні.   

Мета даного посібника – дати мінімум поняття про комплексні числа і 

функції комплексної змінної, тобто, лише ввести читача в цей найважливіший 

для сучасного інженера розділ математики. Разом з тим, навіть попереднє 

знайомство з елементами теорії функцій комплексної змінної буде непоганою 

стартовою позицією для подальшого більш глибокого занурення в тему, коли 

виникне необхідність в їх використанні на практиці. 
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1. КОМПЛЕКСНІ ЧИСЛА 

1.1. Поняття комплексного числа. 

Нагадаємо, що до дійсних (або реальних) чисел відносяться:  

1) натуральні, або, що те ж саме, цілі додатні числа;  

2) раціональні дроби вигляду 
n

m
, де  nm,  – натуральні числа;  

3) ірраціональні числа, тобто, такі, які не можна представити у вигляді 

раціонального дробу (наприклад, 
n

m
3 );  

4) нуль; 

5) від'ємні числа вигляду 1) – 3). 

Звернемось до комплексних чисел.  

Розглянемо квадратне рівняння  .0222  xx  

За відомою формулою, розв’язки даного рівняння мають вигляд  

.112,1 x  

Під квадратним коренем одержано від’ємне   число. Витягти квадратний 

корінь не представляється можливим, якщо обмежитися тільки дійсними 

числами, оскільки квадрат будь-якого з них буде числом додатним. Тому до 

деяких пір вважали, що квадратного кореня з від'ємного   числа не існує.   

Введемо число, яке не належить до дійсних, таке, що 

.12 i  

Тоді 

1i . 

Число i, введене таким чином, будемо називати «уявною одиницею». 

Значення «уявної одиниці» у будь-якої степені можно записати через 

наступну формулу: 
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.)1(,1 122 iii nnn  

 

З використанням уявної одиниці можна  витягувати корінь з будь-якого 

від'ємного числа 

.5)1(55;212)1(44 ii   

В результаті отримуємо, так звані, уявні числа.  

Комплексними називають числа вигляду  

,yixz 
 

 де x  та y - дійсні числа, а 1i – уявна одиниця. 

Числа x  та y називають дійсною й уявною частинами z . Прийнято 

позначати їх так: zx Re , zy Im . (Re, Im – абревіатури від латинських слів: 

realis – дійсний, imagionarius – уявний).  Якщо 0y , одержимо дійсне число x . 

Таким чином, дійсні числа є частинними випадками комплексних чисел. Якщо 

0x , yiz  . Таки числа називають суто уявними.  

    Число yixz  називають спряженим до числа .yixz   Наприклад, 

 iz 35  iz 35   або  iz 42 ;42 iz 

;77;  zziziz
 

1.2.   Способи завдання комплексного числа . Операції з 

комплексними числами. Геометричне представлення 

комплексного числа 

Алгебраїчна форма комплексного числа має вигляд 

                                                    .yixz                                                     (1.1) 

Два комплексних числа вважаються рівними, якщо співпадають їх дійсні 

та уявні частини. Нехай задано два числа ,111 yixz  222 yixz  . Арифметичні 

дії з ними виконуються за наступними правилами: 

 
   ;)( 2121221121 yyixxyixyixzz   

     ;

)()(

12212121

2

21122121221121

yxyxiyyxx

iyyiyxiyxxxyixyixzz
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Добуток спряжених комплексних чисел є дійсне число: 

.)()()( 2222 yxyixyixyixzz 
 

Користуючись останньою рівністю, операцію ділення двох комплексних 

чисел будемо виконувати, множачи чисельник і знаменник на спряжене до 

знаменника:   

2

2

2

2

2112

2

2

2

2

2121

22

21

2

1

yx

yxyx
i

yx

yyxx

zz

zz

z

z
















, 0)( 2

2

2

2  yx . 

Наприклад, .
50

19

50

33

50

1933

71

355142

)71()71(

)71()52(

71

52
22

2

i
iiii

ii

ii

i

i


















 

 Прийнято зображати комплексні числа у вигляді точок ),( yxM   на, так 

званій, комплексній площин XOY , де x  –абсциса точки, а y  – ордината.  

Дійсне число 
22 yxz 

 
називається модулем комплексного числа 

yixz  . Очевидно, що z  дорівнює відстані точки ),( yxM  від початку 

координат.  

Якщо ввести полярні координати ),( r , то 

                                              
,sinsin

,coscos





zry

zrx





                                           (1.2) 

то комплексне число z  можна записати  

 .sincossincos  irirriyxz                                        

Таким чином, тригонометрична форма комплексного числа має вигляд 

                                                    

Рис.1.1 
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                                        ,sincos  irz 
                                           (1.3) 

де  r  – модуль числа  z , а    – це кут (у радіанах), який створює вектор OM  з  

додатним напрямком осі OX  (рис. 1.1). 

 Цей кут називають аргументом комплексного числа z  і позначають так: 

,,2arg ZkkzzArg    де при zk arg0 є головне значення 

zArg , таке, що ,arg   z причому  

          































.0,0,
2

;0,0,
2

;0,0,

;0,0,

;0,

arg

yxякщо

yxякщо

yxякщо
x

y
arctg

yxякщо
x

y
arctg

xякщо
x

y
arctg

z









                                        (1.4) 

За формулою Ейлера, 

                                        .sincos  iei                                                      (1.5) 

Таким чином, будь яке комплексне число можна представити у наступній  

формі:  

                                                 .ierz                                                        (1.6) 

Отже, поряд з алгебраїчною і тригонометричною, можна використовувати 

показову форму комплексного числа (1.6). 

Натуральний степінь комплексного числа легко отримати, 

використовуючи  саме цю формулу: 

               .sincos  ninrerz ninnn                                    (1.7) 

Останній результат відомий як формула Муавра.  
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Корінь ступеня n (n – ціле число)  з числа  iyxz   визначається за  

формулою:  

      .1...,,2,1,0,
2

sin
2

cos 






 



 nk

n

k
i

n

k
rz nn 

                   (1.8) 

Приклад 1. Обчислити модуль, головне значення аргумента числа  

.122 13iz   Представити його у тригонометричній та показової формі. 

Розв’язання. Перетворимо дане число до алгебраїчної форми.   

Оскільки      ,1
66213 iiiii   маємо .322122 13 iiz  Таким чином, 

.032Im;02Re  zyzx  За формулою (1.4) аргумент числа  z  

дорівнює  .
3

2
3arg   arctg

x

y
arctgz   Модуль  числа  z    

.422  yxz  Підставляючи значення аргумента й модуля у вирази  

  sincos izz   та  ,iezz  одержимо відповідно тригонометричну та 

показову форми числа z :   

.4322,
3

2
sin()

3

2
cos(4322 3

2













 eiziiz  

 Приклад  2. Представити число 

2

19

5

1

2














i

i
z у алгебраїчній формі. 

Розв’язання. Спочатку запишемо у алгебраїчній формі числа   25 i  та 

 .119 i  

    ,222
225 iiii      .111

9219 iiii   Таким чином, .
1

2

1

2
19

5

i

i

i

i










Перетворимо останній дріб, помноживши його чисельник та знаменник на 

число, спряжене до знаменника, тобто на .1 i  Оскільки  ,
2

zzz  маємо: 

   
   

.
2

3

2

1

11

122

11

12

1

2
i

ii

ii

ii

i

i
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Піднесемо одержане число до квадрата: 

.
2

3
2

4

9

2

3

4

1

2

3

2

1 2

2

iiii 







  

Приклад  3. Знайти дійсні розв’язки рівняння 

        .652123 iiiyxiix   

Розв’язання. Представимо  ліву частину рівняння у алгебраїчній формі: 

           
   .25127

2213262123





yxiyx

yixiyxixixiiyxiix
 

Далі залишається прирівняти дійсні та уявні частини відповідно до умови і 

розв’язати систему  








.625

,5127

yx

yx
          Звідки маємо 













.
17

36

,
17

20

y

x

 

 Приклад  4. Обчислити    .31
60

i  

Розв’язання. Скористаємося формулою Муавра. Маємо 

.23)1(,60,31 2  rniz
 Далі,  оскільки  ,0,0  yx

 то 

.
6

5

6



 

x

y
arctg

 

Таким чином, 

    .250sin50cos2)
6

5
60sin()

6

5
60cos(231 606060

60









  iii  

 Приклад  5. Знайти всі значення  .14 i  

Розв’язання. Скористаємося формулою (1.8): 

.1...,,2,1,0,
2

sin
2

cos 






 



 nk

n

k
i

n

k
rz nn 

  

У нашому випадку .3,2,1,0,
4

,21,1,4  k
x

y
arctgirizn
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Отже, маємо:                                           

);1(,
16

7
sin

16

7
cos2);0(,

16
sin

16
cos2 8

2
8

1 
















 kizkiz


 

.)3(,
16

23
sin

16

23
cos2);2(,

16

15
sin

16

15
cos2 8

4
8

3 
















 kizkiz


 

 Приклад 6. Виразити  3sin   та  3cos  через  sin  та  .cos  

Розв’язання. За формулою Муавра , при  n=3, r=1 одержимо: 

  .3sin3cossincos
3

 ii 
 

З іншого боку, за формулою бінома Ньютона: 

 

.)sinsincos3()sincos3(cos

sin)sin(cos3sincos3sincos

3223

332233









i

iiiсosi
 

 Прирівнюючи праві частини двох останніх рівностей, маємо: 

.sinsincos33sin,sincos3cos3 3223  сos  

1.3.  Лінії та множини у комплексній площині 

Розглянемо декілька прикладів. 

Приклад 7. Встановити, яка лінія представлена рівнянням Rzz  0 ? 

Розв’язання.  

Перший спосіб. За умовою задачі рівняння визначає геометричне місце 

точок площини, які знаходяться на відстані R  від точки  0z . Тобто маємо 

окружність з центром у точці 0z  радіуса R . 

Другій спосіб. Нехай  ., 000 iyxziyxz   Тоді   ,000 yyixxzz 
 

а     .
2

0

2

00 yyxxzz   Рівність Rzz  0  після зведення до квадрата 

набуває вигляду     ,22

0

2

0 Ryyxx  тобто визначає рівняння кола з центром 

у точці 000 iyxz   (або ),( 00 yxC ) радіуса R  (рис. 1.2).  
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Рис. 1.2 

Приклад 8. Знайти множину точок на комплексній площині, яка  

 

визначається співвідношенням  

4 iziz . 

Розв’язання. Нехай  .iyxz   Тоді  ,)1()1( 22  yxyixiz
 

а  .)1()1( 22  yxyixiz  Таким чином, дане співвідношення 

набуває вигляду  .4)1()1( 2222  yxyx
 Позбавляючись від 

ірраціональності, отримаємо .1
43

22


yx

 Ця нерівність описує сукупність точок 

площини, розташованих усередині області, обмеженої еліпсом   .1
43

22


yx

  

 

Приклад 9. Яка лінія визначається наступним рівнянням  
az

11
Re  ? 

Розв’язання. Нехай  .iyxz  Отже, .Re
1

Re
1

Re
2222 yx

x

yx

iyx

iyxz 










  

Перетворимо рівність .
1

22 ayx

x



 Одержимо .0

42

2
2

2

22 









a
y

a
xaxyx  

Або  .
242

22
2

2




















aa
y

a
x  Тобто дана лінія – це коло з центром у точці 









0,

2

a
C  та радіусом .

2

a
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2. ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ 

 

  Визначення. Якщо кожному комплексному числу ,iyxz   що належить 

до області  D , за деяким правилом поставлене у відповідність одне або  

декілька комплексних чисел ,ivuw  то кажуть, що на множині  D  визначена 

функція,  і записують це так:  

,),(),()( yxivyxuivuzfw   

де  .)(Im),(,)(Re),( zfyxvzfyxu   

 Точку або точки  w , що відповідають даній точці  z  на  D, називають 

образом точки z , а функцію )(zfw   –  відображенням. 

 Деякі елементарні функції комплексної змінної визначаються наступним 

чином: 

 а) лінійна функція ;bazw      

          б) ступенева функція  ;nzw   

 в) показова функція  ;sincos yiyeeeew ziyxz   

 г) логарифмічна функція   .,2argln ZkkzizzLnw      

Вираз ziz argln    називається головним значенням логарифмічної функції і 

позначається через  ,ln z  тобто  ;2ln ikzLnz   

 д) загальна ступенева функція  

zLnaa ezw   ( z  та  a  – будь-які комплексні числа). Головне значення 
аz  

дорівнює :  .ln zaa ez   

 е) тригонометричні функції 

;
sin

cos
;

cos

sin
;

2
cos;

2
sin

z

z
ctgz

z

z
tgz

ee
z

i

ee
z

iziziziz










 

 ж) гіперболічні функції 

.;;
2

;
2 shz

chz
cthz

chz

shz
thz

ee
chz

ee
shz

zzzz










 

Мають місце співвідношення 

                 .cos,sin,cos,sin izchzshziizzizchziizsh   

з)  Зворотні тригонометричні функції 

    .
1

1

2
,1cos,1sin 22

iz

iz
Ln

i
ArctgzzzLnizArczizLnizArc




  

Звернемось до прикладів. 
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Приклад 10. Знайти дійсні та уявні частини функцій: 

1)  .)2,
1

1
zshw

z

iz
w 




  

Розв’язання. 1). Нехай  ., ivuwiyxz 
 Тоді  

 
 

   
   

   
.

)1(

21

1()1(

)1()1(

1

1
22

22

yx

xxyyixyyx

iyxiyx

iyxyix

iyx

iyxi
ivu
















 

Відокремивши дійсну частину функції від уявної, одержимо: 

                
 

.
)1(

),(;
)1(

21
),(

22

22

22 yx

yxyx
yxv

yx

xyyx
yxu









  

2) Оскільки  ,
2

zz ee
shz


  можна записати   

Остаточно  маємо: .sinIm),(,cosRe),( chxyshzyxvshxyshzyxu    

Приклад 11. Обчислити  .sin i  

 Розв’язання. За визначенням  ,
2

sin
i

ee
z

iziz 
 тому  

.1
222

sin
111

shi
ee

i
i

ee

i

ee
i

iiii













 

          На відміну від тригонометричних функцій дійсної змінної модулі  

Функцій zsin  та zcos  можуть бути більше одиниці. Дійсно,   

.113,1
2

1sin
1





ee

shii  

 Приклад 12. Обчислити функцію    .31
2

i   

Розв’язання. Скористаємось формулою  .zLnaa ez   Оскільки у 

нашому випадку ,2;31  aiz  маємо: 

    .;2
3

2ln31;
3

31arg,231 ZkkiLnzLnz 







 


  

 Остаточно одержимо     

   

.222
3

sin222
3

cos

31

2ln2

222
32ln2

))2
3

(2(ln2
312

2





















































kike

eeeei
kiki

iLn
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Головне значення степеня (при 0k ) дорівнює    ..31
2

32ln2
2




 eei  

 Приклад 13. Розв’язати рівняння .4cos z  

 Розв’язання. За визначенням  ,
2

cos
iziz ee

z


  тому дане рівняння 

рівносильне рівнянню  4
2


 iziz ee

, або, після перетворень, наступному 

рівнянню: .0182  iziz ee  Це квадратне рівняння відносно .ize  Розв'язуючи 

його, одержуємо .154ize Логарифмуючи цей вираз, одержуємо 

 .154ln  Lneiz   Тобто     ikiLn
i

z 2154ln154
1

 . 

Враховуючи, що  

    1154154  , маємо:    154ln154ln  , а тому розв’язок 

рівняння 4cos z  можна записати у вигляді  

   Zkkiz  2154ln . 

Надаючи k  значення  ,...,2,1,0  одержимо безліч розв’язків даного рівняння. 

 

  3. ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ. 

                                          УМОВИ КОШІ-РІМАНА 

 

 Нехай однозначна функція )(zfw  визначена в околі точки 0z .  

 

Похідною функції )(zf в точці 0z  називається границя
    

 ,limlim 0

00

00
zf

z

zfzzf

z

w

zz












 

коли  z  довільним чином прямує до нуля.  

Якщо функція диференційована не тільки в даній точці, а й в деякому 

околі цієї точки, то вона називається аналітичною в цій точці. 

Функція, аналітична у всіх точках деякої області, називається 

аналітичною в цій області. 

Модуль і аргумент похідної в точці 0z , де, 0)( 0  zf , має наступний  

 

15 



  

 

геометричний сенс:  0zfk   – коефіцієнт розтягування в точці 0z  при 

відображенні  zfw  , а  0zfArg   дорівнює куту, на який треба повернути 

дотичну у точці  0z , щоб одержати напрямок дотичної у відповідній точці  

 00 zfw   до образу даної кривої при відображенні   zfw  . 

Основні властивості похідних функцій комплексної змінної аналогічні 

відповідним властивостям похідних функцій дійсної змінної. 

Для того, щоб функція   ),(),( yxivyxuzfw   була диференційована в 

точці  000 iyxzz  , необхідно і достатньо, щоб дійсні функції ),( yxu і ),( yxv

були диференційовані в точці ),( 00 yx і задовольняли умовам: 

y

v

x

u









,          

x

v

y

u









, 

які називаються умовами Коші-Рімана. При виконанні цих умов похідну можна 

записати наступним чином:  

.)(
x

v
i

y

v

y

u
i

x

u

y

u
i

y

v

x

v
i

x

u
zf







































  

 Формули диференціювання функцій комплексної змінної аналогічні 

відповідним формулам диференціювання функцій дійсної змінної. 

 Якщо функція   ivuzf   аналітична в деякій області D, то її дійсна і 

уявна частини задовольняють рівнянню Лапласа, а саме:  

0
2

2

2

2











y

u

x

u
 та  0

2

2

2

2











y

v

x

v
. 

  

Розв'язки рівняння Лапласа називаються гармонійними функціями. 

Дві гармонійні функції ),( yxu і ),( yxv , що задовольняють умовам Коші-

Рімана, називаються спарованими. Знаючи, наприклад, дійсну частину 

аналітичної функції, можна відновити цю функцію з точністю до довільної 

сталої. 

Приклад 14. Встановити, що функція zzzf Re)(   має похідну тільки в  

точці 0z . Чи є вона аналітичній в цій точці? 

 Розв’язання. 

Перший спосіб. 

За визначенням  
   

z

zfzzf
zf

z 




 0
lim)( . Для даної функції знайдемо 
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.ReRe
Re

ReReReReReReRe

zz
z

zz

z

zzzzzzzzzz

z

zzzzzz

z

zfzzf






















 

 Але  при  довільному прямуванні z  до нуля  дріб  
yix

x

z

z








Re
 не має 

границі (при  0y  границя  дорівнює 1, а при 0x  границя дорівнює 

нулю). Таким чином, похідна не існує.  

 В точці   0z 0Re  xz . Отже похідна  )0(f   існує і дорівнює 

нулю.  

 При цьому дана функція не є аналітичною, оскільки не існує околу точки  

,0z  в якому вона має похідні. 

 Другій спосіб. 

Маємо   .Re)( 2 ixyxxiyxzzzf  Таким чином, .),(,),( 2 xyyxvxyxu   

Перевіримо виконання умов Коші-Рімана: 

.,,0,2 x
y

v
y

x

v

y

u
x

x

u




















Ясно, що ці умови задовольняються лише в точці 

.0z  Отже, функція zzzf Re)(   диференційована тільки в цій точці і не є 

аналітичною.  

 Приклад 15.  Довести, що функція  
zezf 2)(   аналітична на всій 

комплексній площині та знайти її похідну.  

Розв’язання.  За формулою Ейлера,  

 .2sin2cos22 yiyee xz   

Звідки .2sin),(,2cos),( 22 yeyxvyeyxu xx   

Знайдемо 

.2cos2,2sin2,2sin2,2cos2 2222 ye
y

v
ye

x

v
ye

y

u
ye

x

u zxxx 



















 

 Отже, умови Коші-Рімана   
y

v

x

u









, 

x

v

y

u









 виконуються при будь-

яких                                                 
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 x  та y , тобто дана функція є аналітичною на всій комплексній площині. 

Застосовуючи формулу ,)(
x

v
i

x

u
zf









  одержимо шукану похідну: 

    .22sin2cos22sin22cos2 22222 zxxxz eyiyeyeiyee 


 

 Приклад 16. Знайти аналітичну функцію, якщо її дійсна частина дорівнює  

yxyeyxu x 23sin2),(   та виконується умова  .0)0( f  

 Розв’язання. За умовою, yxyeyxu x 23sin2),(  . Треба знайти уявну 

частину функції, тобто .),( yxv  

 Спочатку перевіримо, чи є функція ),( yxu гармонійною, що має бути 

справедливим для аналітичних функцій. Для цього треба встановити, що вона 

задовольняє рівнянню Лапласа. Шукаємо похідні  

.sin2,sin2,2cos2,3sin2
2

2

2

2

ye
y

u
ye

x

u
ye

y

u
ye

x

u xxxx 


















 

Очевидно, що функція гармонійна, оскільки  0
2

2

2

2











y

u

x

u
. 

Шукаємо функцію  ),( yxv , використовуючи те, що вона є спряженою до  

),( yxu . З умов Коші-Рімана маємо:  ,2cos2 








ye

y

u

x

v x

 

.3sin2 








ye

x

u

y

v x
 Інтегруючи першу з цих рівностей, одержимо 

   .)(2cos22cos2),( yxyedxyeyxv xx 
 

Зверніть увагу, що замість довільної сталої інтегрування записана невідома 

функція .)(y  Дійсно, шукана функція залежить від двох змінних  x  та y , 

тому інтегрування по x  відновлює функцію ),( yxv лише з точністю до цієї  

функції .)(y  Для визначення )(y треба знайти  )(sin2 yye
y

v x 



 і 

прирівняти цю похідну до виразу у правій частині другої з умов Коші-Рімана  
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.3sin2 



ye

y

v x

 

Одержуємо:  )(s i n2 yye x  = .3sin2 ye x
 Звідки маємо .3)(  y Отже, 

.3)( Cyy   Таким чином, .32cos2),( Cyxyeyxv x  Шукана функція 

з точністю до довільної сталої має вигляд: 

).32cos2(23sin2)( Cyxyeiyxyeivuzf xx 
 

Довільну сталу С  знайдемо, використавши  умову  ,0)0( f  тобто 

.0)03020cos2(02030sin2 00  Ceie  Саме звідси .2С  

 Остаточно  

.2)32(2)232cos2(23sin2)( iziieyxyeiyxyezf zxx 

 Приклад 17. Показати, що функція  132),( 22  yxyxyxu  

не є дійсною частиною ніякої аналітичної функції. 

 Розв’язання. Достатньо  переконатися, що дана функція не задовольняє 

рівнянню Лапласа.  Дійсно, для неї  .04
2

2

2

2











y

u

x

u
Отже, ),( yxu не є 

гармонійною функцією. 

 

4. ВІДОБРАЖЕННЯ 

 

Однозначну функцію )(zf
 з областю визначення на деякій множині E

комплексної площини )(z  можна розглядати як відображення множини E  на 

деяку множину K  площині )(w (рис.4.1) , яка представляє собою сукупність 

значень ),(zf  що відповідають всім  Ez  . 

Сукупність значень, що приймає функція )(zf  у точках множини ,E

називається образом множини E  при відображенні ).(zfw   
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Рис. 4.1 

Взаємно однозначне відображення області  E  площини )(z  на область K

площини  )(w
 називається конформним, якщо в кожній точці області E  воно 

має властивості збереження кутів і постійності розтягувань.  

Для того, щоб відображення області E ,  що задається функцією ,)(zfw   

було конформним, необхідно і достатньо, щоб )(zf  була однолістною (тобто 

в різних точках області E  приймала різні значення) і аналітичною в області 

функцією, причому 0)(  zf  всюди в E . 

          Нехай у площині  )(z  крива задана рівнянням  .0),( yxF
 Щоб знайти 

рівняння образу 0),(  vu  цієї кривої в площині )(w при відображенні за 

допомогою функції ivuzfw  )( ,  потрібно виключити x  і y  з рівнянь 















.0),(

,),(

,),(

yxF

yxvv

yxuu

 

Якщо крива задана у параметричній формі, тобто   








),(

),(

tyy

txx
   або  

),()()( tyitxtzz   то параметричні рівняння її образу при відображенні 

ivuzfw  )(  мають вигляд: 
 
 








).()(),(

),()(),(

tvtytxvv

tutytxuu
  

 Приклад 18. Яка лінія на площині )(w  одержується  при відображенні   

3zw    прямої  xy  ?  

Розв’язання. Знайдемо дійсну та уявну частини функції 3zw  . Якщо   
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,iyxz   то       .33 32233
yyxixyxiyxivuw   

 Звідси ,3 23 xyxu  .3 32 yyxv   Виключивши x  і y  з рівнянь  















,

,3

,3
32

23

xy

yyxv

xyxu

 маємо ,2 3xu  ,2 3xv  тобто .vu     

Отже, функція 
3zw   відображає пряму  xy   площини )(z  у пряму 

vu   площини )(w . 

Приклад 19. Знайти образ лінії  iyz  1  за допомогою функції .zew    

Розв’язання. За формулою Ейлера,  ,sincos yiyeeew xiyxz  
 

Тобто 









.sin),(

,cos),(

yeyxv

yeyxu
x

x

 

Оскільки для точок лінії ,,11  yxiyz   

одержимо                            











.sin),(

,cos),(
1

1

yeyxv

yeyxu
 

Або, після перетворень, ,
1

2

22










e
vu  тобто шуканим образом даної лінії є 

окружність. 

5.  ІНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦІЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ.  

 ТЕОРЕМА ТА ФОРМУЛА КОШІ 

 

 Нехай  ivuzf )(  – неперервна функція комплексної змінної z , що 

визначена в області ,D  а C  – гладка крива, задана рівнянням 

 ,)()()(   ttiytxtzz  яка лежить в області  ,D  або,  що те ж саме, 









),(

),(

tyy

txx

     .  t  

 Інтеграл від функції )(zf  вздовж кривої  C  визначається наступним  

чином:  
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C CC

idttytytxvtxtytxuudyvdxivdyudxdzzf





)}()(),()()(),()()()(  

  





.)()](),([)()](),([ dttytytxutxtytxv  

Враховуючи, що        ,)()(),(,)()(),(,)()()( tzvtytxvtzutytxutyitxtz 
 

маємо:           

   
C

dttztzfdzzf





.)()()(  

Теорема Коші. Якщо функція )(zf  аналітична в однозв’язній області ,D  а     

C  –  будь-яка кусочно-гладка замкнута крива приналежна 

,D то 

 
C

dzzf .0)(  

Якщо функція )(zf  аналітична в однозв’язній області ,D  а     

C –  будь-яка кусочно-гладка крива, приналежна області

,D що з’єднує точки 0z  та  z , тоді  





,)()()( 0zFzFdzzf

де .)()( zfzF   

 Якщо функція )(zf  аналітична в замкнутій області D  з   

кусково-гладкою межею С, то для будь-якої внутрішньої 

точки 0z  області D  має місце  формула Коші 

 


C

dz
zz

zf

i
zf

0

0

)(

2

1
)(

  

                                    і інтегрування виконується у додатному  напрямку (проти 

годинникової      стрілки). 

Звернемось до прикладів.  

Приклад 20. Обчислити інтеграл 
C

dzz ,   де  C – відрізок прямої, що 

направлений від точки 00 z  у точку .21 iz     

  Розв’язання. Рівняння прямої, що з’єднує точки O  та ,2 i  має вигляд   
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Дійсно,  

.1,22;0,00 111000  yxizyxz
 

Рівняння  прямої, що проходе через дві дані точки: 
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dxdy   

Для даного приклада  .0,22  vyxzu  Таким чином, 
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 Якщо лінія C  задана параметричними рівняннями  ),(),( tyytxx  а 

начальна та кінцева точки лінії відповідають значенням параметра ,, 10 tttt  то  

   
C

t

t

dttztzfdzzf
1

0

,)()()(  де ).()()( tiytxtz   

Приклад 21. Обчислити  
С

zdz,Re  де C  – півколо   аrgzz 0,1  (початок  

шляху знаходиться у точці 1z ). 

Розв’язання. Перепишемо рівняння лінії C  у параметричному вигляді, 

поклавши ,sin,cos tytx   тоді ,sincos titz   а .)sinsin( dttitdz 

Параметр t ,  як випливає з умови, змінюється від 0  до .  Таким чином,  
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 Приклад 22. Обчислити  
C

zdzz ,Re

 

де C  – дуга параболи ,2xy  що 

з’єднує точки 00 z   і  .11 iz   

 Розв’язання. Параметричне рівняння параболи  
2xy   має вигляд: 

,, 2tytx  тому   ,21,2 dttidtittiyxz   параметр t  змінюється  

від  0 до 1. Маємо 
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 Контурний інтеграл від аналітичної функції в однозв’язній області 

дорівнює приросту первісної цієї функції на шляху інтегрування: 

 

z

z

zFzFdzzf

0

.)()()( 0  

 Приклад 23. Обчислити 
i

dzz

1

0

2 .
  

Розв’язання. Оскільки функція 
2)( zzf   аналітична на всій площині, то,  

використовуючи формулу Ньютона-Лейбніца, одержимо 
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331

3

1
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 Для будь-якої аналітичної функції  )(zf  в деякій однозв’язній області D  

інтеграл  
C

dzzf ,)( що береться по будь-якому кусково-замкненому контуру С , 

розташованому в області D , дорівнює нулю. 
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 Приклад 24. Обчислити  інтеграл   
С

z

dz
,

4 де С  – еліпс 








.sin2

,cos3

ty

tx
 

 Розв’язання. Підінтегральна функція є аналітичною в області, що 

обмежена еліпсом, а тому   


С
z

dz
.0

4
 

Якщо функція  )(zf  аналітична у замкненій області  D  (однозв’язній      

чи багатозв'язній) з кусково-гладкою межеюС  (рис. 5.1) , то значення 

функції )(zf  у будь-якій точці області D  можна обчислити, знаючи 

тільки значення на межі С  цієї області за формулою Коші:  
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Рис. 5.1 

 

           Приклад 25. Обчислити інтеграл  
С

z

zz

dze
,

)3(
де С  –  окружність радіуса 

2

3
 

з центром у точці .2  

Розв’язання. Функція 
z

e
zf

z

)(  аналітична у колі  
2

3
2 z , тому,  
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використовуючи формулу Коші, маємо: 
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 Приклад  26. Обчислити  
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.
)1(

2

z

z

zz

dze
  

       Розв’язання. В області, обмеженій окружністю  32 z , маємо дві точки

1,0  zz , у яких знаменник інтегральної функції дорівнює нулю (рис. 5.2) . 

Так що безпосередньо застосувати формулу Коші не представляється 

можливим. За допомогою розкладання підінтегральної функції представимо 

даний інтеграл у вигляді суми. Для цього використаємо, що  

.
)1(

)1(

1)1(

11
2 










 zz

BzzA

z
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z

A

zzzz
 

 
                                                             

Рис. 5.2 

Для знаходження невизначених коефіцієнтів маємо рівняння  

.)1(1 ВzzА  Нехай ,0z тоді .1А  Нехай ,1z  тоді .1B  

Підставивши знайдене розкладання до даного інтеграла, приведемо його до 

алгебраїчної сумі двох таких інтегралів, до яких застосування формули Коші 

вже можливо. Маємо 
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6. ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

 

Завдання1. Записати в алгебраїчній формі: 
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Завдання 2. Знайти множину точок та побудувати її на площині: 
 

1.  ;12 z   2.  ;44 Z   3.  .1Im Z     4.  .2Z     5.  ;
6

)arg(


Z  
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6.  .21  Z   7.  .3
Im

Re


Z

Z
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4
arg
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 ZZ


   9.  .

3
arg;1


 ZZ  

10.  .5
Re

Im


Z

Z
  11.  .22  iZ   12.  ;12 z     13.  ;44 Z     
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Завдання 3. Виконати обчислення: 
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Завдання 4. Відновити аналітичну функцію f(z), якщо 
 
 

1.  ;0)0(,236),( 3223  fyxyyxxyxU    2.   .12)(,2),( 22  iifxyxyxU  

3. .),(
x

y
arctgyxU      4. ;0)1(,2),( 22  fxyxyxU      5. .sin2),( yeyxV x    

6.  ;0)1(,2),( 22  fxyxyxU   7.  .34)1(,535),( 22 iifyxyxyxV   

8.  .32),(  xyyxU   9.  .2)0(,23),( 23 ifxyxyxU   
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10.  ;0)0(,),( 22  fxyyxyxU  11.  .6)1(,5),(
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 12. 

      ;00;sincos,  fyyyxeyxU x  13.U(x,y)=2y-
22 yx

x


; f(3i)=6-i.   
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arctgyxU     17.  .0)1(,3),( 23  fxyxyxU  

18.  .0)0(,23sin2),(  fyxyeyxU x

  19. .)0(,3),( 22 ifyxyxyxU   

20.  .0)0(,236),( 2223  fyxyyxxyxU  
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Завдання 5 .  Розв’язати  рівняння (1-15) або обчислити (16-25): 
 

1. .3SinZ    2. .itgz      3. .5cos4 z        4.  .ictgz         5. .0 ie z  

6.  .
3

5
itgz      7.  .1)ln(  zi    8.  .5.0chz    9.  0sin  iz     
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1
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19. .)1( i     20.  ).( ish      21. .1 ie 
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24.  .)1( 3 ii      25.  ).cos( i    
 

Завдання 6 . Перевірити, чи є дана функція аналітичною і, якщо це 
справедливо, знайти її похідну: 
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Завдання 7. Обчислити інтеграли від функцій комплексної змінної: 
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