Ι Введение. Основные понятия, методы и гипотезы сопротивления материалов
1.1 Основные задачи и объекты изучения сопромата

  Сопротивление материалов – наука о прочности,  жесткости и устойчивости элементов сооружений и машин. 

  Прочность – способность конструкций и ее элементов выдерживать заданную нагрузку, не разрушаясь.

   Жесткость – способность конструкций и ее элементов противостоять внешним нагрузкам в отношении деформации.

   Устойчивость – способность конструкции и ее элементов сохранять определенную форму упругого равновесия.

        Основной задачей сопротивления материалов является задача прочности, которая встречается в виде прямой и обратной.

        Прямая задача – найти  размеры нового элемента сооружения или машины, чтобы он мог выдержать в течение требуемого срока заданную нагрузку при минимальной стоимости. Такой расчет называется проектировочным.

        Обратная задача – проверка уже существующих элементов на прочность. Такой расчет называется проверочным.

   Чтобы решить задачу прочности необходимо:

1. Знать внешние силы, действующие на элемент сооружения или машины.

2. Определить внутренние силы, возникающие в элементе.

3. Знать механические свойства материалов.

   В сопромате внешние силы заданы, поэтому основная задача связана с определением внутренних сил. 

   Целью сопротивления материалов является создание практически приемлемых простых приемов расчета типичных, наиболее часто встречающихся элементов конструкций. Необходимость довести решение каждой практической задачи до некоторого числового результата заставляет прибегать в ряде случаев к упрощающим гипотезам.

   Начинается расчет с установления, что в данном случае является существенным и что несущественным, и те факторы, которые не могут повлиять заметным образом на работу системы в целом, отбрасываются. Такое упрощение задачи называется созданием расчетной схемы.

    Расчетная - схема это реальный объект, освобожденный от несущественных особенностей. Выбор расчетной схемы включает в себя схематизацию свойств материалов (принятие гипотез относительно свойств материалов), геометрии конструкций (сведение геометрических форм конструктивных элементов к схемам бруса и оболочки) и внешних нагрузок (упрощения в системе сил, приложенных к элементу конструкции).  

1.2 Виды конструктивных элементов

Все разнообразие видов конструктивных элементов можно свести к небольшому числу форм: стержни, оболочки, пластины, массивные тела.
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Рис. 1.1
Стержень (брус) – тело,  у которого один размер (длина) значительно превышает два других (валы, оси, балки) (рис. 1.1).

Оболочка – тело, ограниченное криволинейными поверхностями, расположенными на близком расстоянии друг от друга. Поверхность, которая делит толщину оболочки на равные части, называется серединной. Оболочки бывают цилиндрические, конические, сферические (рис. 1.2). 
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                                                         Рис. 1.2

Если серединная поверхность представляет собой плоскость, то такое тело называется пластиной. Пластины бывают круглые, прямоугольные и др. (рис. 1.3).
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Рис. 1.3

Массивное тело – тело, у которого все три размера одного порядка (фундаменты, подпорные стенки).

1.3 Основные гипотезы

 
1. Материал конструкции является однородным и сплошным, т.е. его свойства не зависят от формы и размеров тела и одинаковы во всех его точках.


2. Материал конструкции изотропен, т.е. свойства его по всем направлениям одинаковы.


3. Материал конструкции обладает свойством идеальной упругости, т.е. способностью полностью восстанавливать первоначальные форму и размеры тела после устранения причин, вызвавших его деформацию (гипотеза справедлива при напряжениях не превышающих некоторой величины, называемой пределом пропорциональности).


4. Закон Гука: деформация материала конструкции в каждой его точке прямо пропорциональна напряжениям в этой точке ( гипотеза справедлива при напряжениях не превышающих некоторой величины, называемой пределом пропорциональности).


5. Принцип начальных размеров: при составлении уравнений статики тело рассматривается как недеформированное.


6. Принцип независимости действия сил: результат воздействия на конструкцию системы нагрузок равен сумме результатов воздействия каждой нагрузки в отдельности. Этот принцип справедлив, если выполняется закон Гука и  перемещения точек тела малы по сравнению с размерами тела.


7. Гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли): поперечные сечения бруса, плоские и нормальные к оси бруса до приложения к нему нагрузки, остаются плоскими и нормальными к его оси при действии нагрузки.

1.4 Внешние  силы

Внешняя сила – понимаем под этим термином передачу давления (движения) на рассматриваемую часть конструкции от окружающей среды или от соседних частей.

Классификацию внешних сил можно провести по нескольким признакам.

Внешние силы можно разделить на:
1. Объемные и поверхностные. Объемные силы распределены по объему тела и приложены к каждой его частице (силы веса, силы магнитного притяжения). Поверхностные силы приложены к участкам поверхности и характеризуют непосредственное контактное взаимодействие рассматриваемого объекта с окружающими телами.
2. Постоянные и временные. Постоянные нагрузки действуют во все время существования конструкции. Временные действуют на конструкцию в течении некоторого промежутка времени.

3. Статические и динамические. 
Статические – нагружают конструкцию постепенно. Динамические нагрузки – изменение скорости нагружения происходит за короткий промежуток времени (ударные, повторно-переменные).


 Поверхностные силы разделяют на сосредоточенные и распределенные. Сосредоточенные силы – давления, которые передаются через площадь, размеры которой малы по сравнению с размерами всего элемента. Распределенные  силы приложены непрерывно на протяжении некоторой длины или площади конструкции. 


Следует отметить, что к внешним силам относятся реакции опор ( в начале расчета они неизвестны).
1.5 Внутренние усилия. Метод сечений

        Под внутренними силами (усилиями) в сопротивлении материалов понимают силы взаимодействия между отдельными частями элемента, возникающие под действием внешних сил (при отсутствии внешних нагрузок внутренние силы отсутствуют). 

        Внутренние силы определяются методом сечений. Для демонстрации этого метода рассмотрим тело, находящееся в равновесии (рис.1.4).
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Рис. 1.4

       Мысленно проводим сечение некоторой плоскостью в месте, где необходимо определить внутренние усилия. Так как связи между частицами устранены, то необходимо действие правой части на левую и левой на правую заменить системой сил в сечении. Ими и являются внутренние силы, которые по принципу действия и противодействия всегда взаимны. Независимо от того, как эти силы распределены по сечению, они приводятся к центру тяжести сечения в виде главного вектора внутренних сил 
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 и главного момента внутренних сил 
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. Определяются они из уравнений равновесия оставленной в рассмотрении безразлично какой части элемента (в данном случае левой). Для составления уравнений равновесия в [image: image483.wmf]l

сечении выбирают систему координат, и вектора 
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 и 
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 раскладываются по этим осям на шесть составляющих: три силы (продольное внутреннее усилие 
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 и поперечные усилия 
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) и три момента (крутящий момент 
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 и изгибающие моменты 
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), которые определяются из шести уравнений равновесия (рис. 1.5).

                       Рис. 1.5


Таким образом, при помощи метода сечений можно определить не закон распределения внутренних усилий по сечению, а только их равнодействующие. Для решения задач прочности нужно знать характер распределения сил по сечению, т.е. ввести числовую меру. За такую меру принимается напряжение.
1.6 Напряжения. Связь напряжений с внутренними силовыми факторами. Принцип Сен-Венана

Напряжения – интенсивность действия усилий в данной точке или внутреннее усилие, приходящееся на единицу площади
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Если выделить малую площадку 
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 в сечении 
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 и обозначить внутреннее усилие, действующее на нее 
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 ( рис. 1.6), вектор полного напряжения в точке тела будет определяться формулой
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    Рис. 1.6 
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         Задается вектор полного напряжения своими проекциями на оси 
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. Для этого обозначим проекции вектора 
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 на оси 
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(рис. 1.7) и найдем соответствующие проекции полного напряжения:

- нормальное напряжение
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     Рис. 1.7                            - касательное напряжение вдоль оси 
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- касательное напряжение вдоль оси 
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         Если закон распределения напряжений по сечению известен, то с помощью формул (1.2) – (1.4) и рисунков (1.8), (1.5) можно получить обратную связь между напряжениями и внутренними силовыми факторами
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                 Рис. 1.8                            
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         Здесь (рис. 1.8, 1.9) 
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 - суммарное касательное напряжение, связанное с полным напряжением соотношением 
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 -плечо действия элементарной силы 
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        Распределение напряжений в твердых телах обладает свойством, составляющим содержание принципа Сен-Венана
         Рис. 1.9                                   
 Этот  принцип имеет следующую формулировку:
       Напряжения, вызванные локальной нагрузкой в точках тела, достаточно удаленных от места приложения к нему этой нагрузки, мало зависят от конкретного характера распределения нагрузки, а определяются только ее главным вектором и моментом.

       Нагрузка называется локальной, если размеры площадки, к которой она приложена, малы по сравнению с размерами тела.
1.7 Деформации. Типы деформаций

       Деформации – изменение формы и размеров тела.

       Деформации делятся на упругие и пластические (остаточные). Упругими называются деформации, исчезающие после снятия нагрузки, пластическими называются деформации, остающиеся после снятия нагрузки. Полная деформация равна сумме упругих и пластических деформаций.

       Полную деформацию можно также представить в виде суммы линейной деформации и угловой (рис.1.10)
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                                                   Рис. 1.10

        Линейная деформация характеризует изменение размеров тела. Она бывает абсолютная 
[image: image40.wmf]L

D

 и относительная 
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       Угловая деформация (угол сдвига) – характеризует изменение формы тела. Угол сдвига 
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 равен величине изменения первоначально прямого угла 
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       В зависимости от приложенных к телу нагрузок выделяют несколько типов деформаций, различающихся законом распределения напряжений по сечению тела.

       1. Растяжение-сжатие – в поперечном сечении действует только одно внутреннее усилие, не равное нулю – продольное усилие.

       2. Сдвиг – в поперечном сечении действует только поперечная сила.

       3. Кручение – в поперечном сечении действует только крутящий момент.

       4. Изгиб – в поперечном сечении действует только изгибающий момент и поперечная сила.

       5. Сложное сопротивление – одновременное действие нескольких типов простых деформаций – растяжения-сжатия, кручения, изгиба.
ΙΙ Растяжение и сжатие. Механические характеристики материалов

2.1 Напряжения и деформации при растяжении и сжатии

Центральным растяжением (сжатием) – называется деформация стержня под действием 2-х  равных и прямопротивоположных сил, направленных по оси стержня (рис. 2.1).


         Растяжение
             Сжатие
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Рис. 2.1
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Определим напряжения в поперечном сечении стержня, а также его деформации с помощью метода сечений и гипотезы плоских сечений. Мысленно рассечем стержень (рис. 2.2) на две части, верхнюю  часть отбросим и действие отброшенной части на оставшуюся заменим продольным внутренним усилием 
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 (равнодействующей внутренних сил), которое найдем из уравнения равновесия           
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                      Рис. 2.2                        где 
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 - внешняя сила.

Из гипотезы плоских сечений следует, что абсолютное удлинение продольных волокон стержня 
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 есть величина постоянная по площади сечения 
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Тогда постоянным будет и  относительное продольное удлинение  
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        Согласно  закону Гука, до некоторого предела называемого пределом пропорциональности, нормальные напряжения при растяжении (сжатии) (Рис. 2.3) прямо пропорциональны относительной продольной деформации [image: image491.wmf]N
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где Е - модуль упругости  1-го рода (модуль Юнга) характеризует сопротивляемость материала упругой среде. Если 
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 - постоянная величина, то и  нормальное  напряжение  распределено по поперечному  сечению равномерно и определяется формулой 

    Рис. 2.3                                                        
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2.2 Продольные и поперечные относительные деформации.  Закон Гука. Модуль упругости. Коэффициент Пуассона


У стержня, нагруженного как показано на рисунке 2.2, напряженное состояние является однородным,  все участки растянутого стержня находятся в одинаковых  условиях,  деформация  
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 по оси стержня остается одной и той же и определяется формулой (2.3). Если бы в стержне возникало неоднородное напряженное состояние, деформация в сечении определялась бы путем предельного перехода к малому участку длиной 
[image: image58.wmf]dx

 и тогда


[image: image59.wmf]dx

dx

D

=

e

                                                (2.6)

Из формулы (2.4)
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Подставляя в (2.7) выражение 
[image: image61.wmf]s

 из (2.5) получаем 
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где произведение 
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 называется жесткостью поперечного сечения при растяжении (сжатии). Приравнивая левые части формул (2.6), (2.8), выражая из полученной формулы 
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и интегрируя по длине, получаем выражение абсолютного удлинения 
[image: image65.wmf]l

D



[image: image66.wmf]ò

=

D

l

EA

Ndx

l

0

 .                                                     (2.9)


Если по длине стержня жесткость поперечного сечения постоянна, продольное усилие 
[image: image67.wmf]N

 постоянно и 
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 (рис.2.2), то выражение (2.9) принимает вид
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          Стержни, работающие на растяжение (сжатие), испытывают кроме продольных деформаций  и поперечные (рис. 2.4) 
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                                                   Рис. 2.4

Относительная поперечная деформация
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где 
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            Абсолютная величина отношения относительной поперечной деформации 
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  к продольной  
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 называется коэффициентом поперечной деформации или коэффициентом Пуассона 
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, являющимся, также как и модуль Юнга, упругой характеристикой материала
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           Для всех металлов значения 
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 лежат в пределах от 0.25 до 0.35 и для изотропного материала не превышают значения 0.5.

           Зная 
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, можно вычислить изменение объема образца. Если, в силу малости 
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 в пределах упругой деформации, пренебречь 
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 по сравнению с единицей, получим выражение для относительного изменения объема образца
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где: 

[image: image81.wmf]V

 - начальный объем образца; 
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 - конечный объем образца.

2.3 Эпюры продольных сил, напряжений, перемещений

Эпюра – это график, показывающий изменение силового фактора по длине стержня.

Рассмотрим пример сжатия стального стержня 
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                                             Рис. 2.5

1. Для определения внутреннего  усилия используется метод сечений:
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            2. Напряжение согласно (2.5)
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            3. Перемещение сечений 
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2.4 Условие прочности и жесткости

         При растяжении (сжатии) условие прочности имеет вид
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Здесь 
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где
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 - коэффициент запаса прочности, выбор величины которого зависит от: состояния материала (хрупкое или пластическое), характера приложения нагрузки (статическая, динамическая или повторно-переменная), неоднородности материала, неточности задания величин внешних нагрузок, приближенности расчетных схем и некоторой приближенности расчетных формул.

             Для хрупких материалов (
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намного больше допускаемого напряжения на растяжение 
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и условие прочности (2.14) принимает вид
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где
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 - максимальные напряжения при сжатии и растяжении соответственно.

             Для пластических материалов (
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             Условие прочности для пластических  материалов имеет вид (2.14).

             Иногда дополнительно к условию прочности требуется проверять условие жесткости
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где 
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 - допускаемая величина изменения размеров детали.

2.5 Виды расчетов
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     Используя условия прочности (2.14), (2.16) можно решать три типа задач.

     1. Проверочный расчет: по известным размерам и материалу конструкции проверить, может ли она выдержать заданную нагрузку.

     Рассмотрим пример. Шарнирно-стержневая система (рис. 2.6) нагружена силой 
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Решение

          Методом сечений определяем продольные внутренние усилия 
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. Для этого составляем уравнения равновесия оставленной в рассмотрении части конструкции (рис. 2.7)
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Решая совместно уравнения (2.21), (2.22), находим
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Напряжения соответственно равны


[image: image136.wmf]МПа

Па

A

N

50

10

50

10

2

10

10

6

4

3

1

1

1

-

=

×

-

=

×

×

-

=

=

-

s

,


[image: image137.wmf]МПа

Па

A

N

100

10

100

10

1

10

10

6

4

3

2

2

2

=

×

=

×

×

=

=

-

s

.

            Находим допускаемые напряжения.

[image: image494.wmf]0
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       Стержень 1 - чугунный, сжатый, стержень 2 – пластический, растянутый. Согласно (2.16), (2.19) соответственно имеем для стержня 1
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. Таким образом, условие прочности выполняется
         Рис.2.7
     2. Проектировочный расчет: по известным нагрузкам для выбранного материала найти надежные с точки зрения прочности размеры поперечного сечения.

          Рассмотрим пример. К ступенчатому стержню приложены нагрузки, как показано на рисунке 2.8 (
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     Определяем внутренние усилия методом сечений
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Условия прочности для каждой ступени в отдельности
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       Рис. 2.8
откуда получаем систему неравенств относительно 
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решая которую находим 
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и в соответствии с рисунком 2.8 принимаем площадь первой ступени 
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     3. Расчет на грузоподъемность: по известным  размерам детали, материалу и схеме нагружения опредеделить допустимую величину нагрузки.

           Рассмотрим в качестве примера шарнирно стержневую систему (рис. 2.9) под  действием нагрузки 
[image: image157.wmf]Р

. Стержни 1 и 2 имеют площади поперечных сечений 
[image: image158.wmf]2

1

1

см

А

=

, 
[image: image159.wmf]2

2

2

см

А

=

, выполнены из материалов с допускаемыми напряжениями 
[image: image160.wmf][

]

МПа

160

1

=

s

, 
[image: image161.wmf][

]

МПа

100

2

=

s

. Найти допускаемую нагрузку 
[image: image162.wmf][

]

Р

.

Решение.

[image: image496.wmf]()()

AxdAx

+

     Методом сечений определяем выражения продольных внутренних усилий 
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                     Рис. 2.9                                                        Рис. 2.10
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 через неизвестную нагрузку 
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. Для этого составим уравнения равновесия оставленной в рассмотрении части конструкции (рис. 2.10)
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     Решая систему уравнений (2.23), (2.24), получаем
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     Напряжения и условия прочности будут иметь соответственно вид
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откуда получаем систему неравенств относительно нагрузки 
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     Допускаемой нагрузкой будет наименьшее решение системы уравнений (2.25), (2.26), т.е.
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2.6 Учет собственного веса при растяжении – сжатии

2.6.1 Стержень постоянного сечения


Рассмотрим стержень постоянного поперечного сечения с площадью 
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 длиной 
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 удельным весом 
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 под действием сосредоточенной силы 
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 (рис. 2.11). Внутреннее усилие 
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 определяем методом сечений 
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где 
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                                                       Рис. 2.11

Напряжение вычисляем по формуле (2.5)
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Эпюры 
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 и 
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 на рисунке 2.12.
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                                              Рис. 2.12

           При 
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           Из условия прочности  (2.14), которое в данном случае имеет вид
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находим требуемую площадь сечения


[image: image196.wmf][

]

l

P

A

×

-

³

g

s

.                                            (2.31)

      Если стержень находится только под действием собственного веса (
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откуда находим предельную допустимую длину стержня 
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       Длина стержня, при которой  под действием собственного веса  
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 достигает величины временного сопротивления при растяжении 
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   Согласно формуле (2.9) полное удлинение стержня равно
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2.6.2 Стержень равного сопротивления

Стержнем равного сопротивления называется стержень, напряжения во всех поперечных сечениях которого одинаковы и не превышают допустимого напряжения.

Рассмотрим стержень под действием собственного веса и сосредоточенной силы 
[image: image206.wmf]P

,  приложенной на свободном конце (рис. 2.13). Требуется найти такой закон изменения площади сечения, чтобы это был стержень равного сопротивления с допускаемым напряжением 
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Необходимая площадь нижнего сечения из условия прочности определяется формулой
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Равновесие частей стержня длиной 
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 и длиной 
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Рис. 2.13

              
[image: image212.wmf][

]

))

(

)

(

(

)

(

)

(

x

dA

x

A

dx

x

A

x

G

P

+

×

=

×

×

+

+

s

g

.                                 (2.38)

Вычитая из (2.38) выражение (2.37) и разделяя переменные, получаем дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными относительно площади сечения
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интегрируя (2.39) находим
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Постоянную С найдем из условия, что при 
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Подставляя 
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 из (2.36), находим выражение максимальной площади сечения
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Из (2.37) с учетом (2.42) находим полный вес стержня
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Абсолютное удлинение стержня найдем из условия его равного сопротивления 
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2.6.3 Ступенчатый стержень

Ступенчатый стержень - стержень, у которого площадь поперечного сечения постоянна по длине каждой ступени и изменяется скачкообразно лишь при переходе от одной ступени к другой. 

Рассмотрим трехступенчатый стержень под действием приложенной на свободном конце сосредоточенной силы 
[image: image226.wmf]P

 и собственного веса (рис. 2.14). Найдем площади поперечных сечений каждой ступени из условия равенства  их в наиболее опасном сечении каждой ступени допускаемому напряжению 
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                                                  Рис. 2.14

Методом сечений определяем наибольшие внутренние усилия  на каждой ступени соответственно                   
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где 
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Тогда максимальные напряжения и условия прочности для каждой ступени будут иметь вид
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Откуда, полагая, 
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Можно показать, что при любом количестве ступеней стержня  
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 и равных их длинах 
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Полная абсолютная деформация ступенчатого стержня определяется как сумма абсолютных деформаций каждой ступени. Абсолютная деформация каждой ступени определяется согласно формуле (2.35), где в качестве полезной нагрузки для каждой ступени берется сумма сосредоточенной силы 
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 и вес ступеней, расположенных ниже. Таким образом
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2.7  Температурные  деформации


При умеренном нагреве (для стали до температуры порядка 
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 и коэффициент температурного расширения материала 
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 практически не меняются. В этом случае пользуются способом наложения и относительную продольную деформацию рассматривают как сумму силовой деформации 
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и температурной деформации
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где  
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 - изменение температуры.

Таким образом,
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Соответственно абсолютная деформация будет иметь вид
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где


[image: image256.wmf]ò

×

×

=

D

l

с

A

E

dx

N

l

0

 - силовая абсолютная деформация,    (2.57)


[image: image257.wmf]ò

×

×

=

D

l

t

dx

t

l

0

a

 - температурная абсолютная деформация.    (2.58)


Если 
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 по длине стержня не меняются, то формулы (2.57), (2.58) принимают вид соответственно
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2.8 Статически неопределимые конструкции

Статически неопределимыми называются конструкции, в элементах которых определить усилия при помощи только одних уравнений статики невозможно, поскольку их число больше числа уравнений статики. Разность между числом неизвестных и числом уравнений статики определяет число ”лишних неизвестных”, которое и называется степенью статической неопределимости. Эти лишние неизвестные определяются с помощью уравнений совместности деформаций (уравнения, связывающие деформации отдельных элементов).

Статически неопределимые задачи решаются по следующей схеме:

1. Определяем степень статической неопределимости. На рисунке 2.15 все конструкции 1 раз статически неопределимы.
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                                                Рис. 2.15

2. Составляем уравнения равновесия оставленной в рассмотрении части     конструкции, содержащей неизвестные усилия (статическая сторона задачи).

3. Составляем уравнения совместности  деформаций (геометрическая сторона задачи). Их столько, какова степень статической неопределимости.

4. На основании закона Гука выражаем деформации через усилия и записываем уравнения совместности деформаций в усилиях (физическая сторона задачи).

5. Решая совместно систему уравнений равновесия и совместности деформаций в усилиях находим неизвестные усилия (синтез).

Рассмотрим примеры.          
 
Проверочный расчет. Стержень с приложенной осевой силой 
[image: image265.wmf]кН

Р

10

=

закреплен с обоих концов (рис. 2.16). Проверить конструкцию на прочность, если допускаемое напряжение
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[image: image270] Рис. 2.16

Решение.

Степень статической неопределимости  равна 1 поскольку неизвестных внутренних усилий - 2 (
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Статическая сторона. 

Уравнение равновесия всего стержня
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Внутренние усилия методом сечений выражаем через реакции
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Подставляя (2.62) в (2.61) получаем
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Геометрическая сторона (суммарная длина участков стержня равна 0). 
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         Физическая сторона. 
Согласно закону Гука 
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Подставляя (2.65) в (2.64), получаем условие совместности деформаций в усилиях 
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Синтез. 

Решая совместно уравнения (2.66), (2.63) находим
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и статическая неопределимость раскрыта.


Находим напряжения
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Как видно, 
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Проектировочный расчет. Рассмотрим трехстержневую подвеску под действием силы 
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 (рис.23). Стержни 1 и 2 стальные (
[image: image288.wmf]Па

Е

ст

11

10

2

×

=

)

[image: image503.wmf]d


[image: image504.wmf]d


          Рис. 2.17                                                      Рис. 2.18

одинаковой длины и площади поперечного сечения 
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. Подобрать площади поперечного сечения, если  допускаемое напряжение для стальных стержней 
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Решение.

     
Степень статической неопределимости равна 1, поскольку неизвестных внутренних усилий 3, а уравнений статики – 2. 

Статическая сторона задачи. Составляем уравнение равновесия оставленной в рассмотрении части конструкции (рис.24).


[image: image294.wmf]0

2

0

1

30

sin

30

sin

0

×

+

×

-

=

=

å

N

N

F

x

 ,                                     (2.68)

[image: image295.wmf]P

N

N

N

F

y

-

+

×

+

×

=

=

å

3

0

2

0

1

30

cos

30

cos

0

.                               (2.69)
Из (2.68) имеем
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Подставляя (2.70) в (2.69) получаем одно уравнение относительно 2 неизвестных 
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Геометрическая сторона задачи. Составляем уравнение совместности деформаций (Рис. 2.19). В результате деформации узел 
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 переходит в узел 
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, стержни растягиваются, но углы между ними не меняются в результате малости деформаций
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Физическая сторона задачи. Согласно закону Гука
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Учитывая, что 
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и подставляя (2.74), (2.73) в (2.72), получаем уравнение совместности деформаций в усилиях

          Рис. 2.19
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Синтез. Решая совместно уравнения (2.75), (2.71), (2.70) находим
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и статическая неопределимость раскрыта.


Площади сечений подбираем из условия прочности
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Учитывая соотношение между 
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Наименьшим решением системы неравенств (2.78), (2.80) будет
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и соответственно
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Температурные напряжения. Рассмотрим жесткую невесомую балку шарнирно закрепленную в точке 
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) (рис. 2.20). Определить напряжения, возникающие в стержнях при нагреве их на температуру 
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                    Рис. 2.20                                                  Рис. 2.21

Решение.

Степень статической неопределимости равна 1 поскольку неизвестных усилий и реакций 3, а уравнений равновесия можно составить только 2           ( уравнение проекций сил на горизонтальную ось выполняется тождественно).

Статическая сторона задачи. Оставим одно уравнение равновесия, не включающую в себя реакцию в шарнире (рис. 2.21)
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Геометрическая сторона задачи. Составим уравнение совместности деформаций (рис. 2.21)
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Физическая сторона задачи. Абсолютные деформации при увеличении температуры согласно (2.57), (2.59), (2.60) будут иметь вид:
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Подставляя (2.85), (2.86) в (2.84) получаем условие совместности деформаций в усилиях
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Синтез. Решая совместно уравнения (2.83), (2.87) находим
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Таким образом, статическая неопределимость раскрыта, стержень 1 –сжат, стержень 2 – растянут.


Напряжения в стержнях соответственно равны
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Монтажные напряжения. В силу неточности изготовления элементов  при сборке конструкции приходится прикладывать усилия. Поэтому после монтажа в конструкции возникают монтажные или начальные напряжения. Рассмотрим трехстержневую конструкцию, у которой стержень 3 оказался короче предусмотренной длины 
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 (рис.28). Определить напряжения в стержнях, если стержни 1 и 2 стальные (
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Решение.

[image: image508.wmf]Степень статической неопределимости равна 1 поскольку неизвестных усилий – 3, а уравнений статики можно составить – 2.

Статическя сторона задачи. Мысленно проводим сечение и составляем уравнение равновесия оставленной в рассмотрении части элемента (рис. 2.23)

       Рис. 2.22
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получаем
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и подставляя (2.90) в (2.89) приходим к одному уравнению относительно двух неизвестных
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Геометрическая сторона задачи. Составляем уравнение совместности деформаций (рис.30)
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Физическая сторона задачи. Согласно закону Гука
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учитывая геометрическую связь между 
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и подставляя (2.93), (2.94) в (2.92) получаем уравнение совместности деформаций в усилиях
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Синтез. Решая совместно уравнения (2.91), (2.95) получаем
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Статическая неопределимость раскрыта, находим напряжения


[image: image355.wmf]D

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

×

×

×

×

×

-

=

=

1

30

cos

2

30

cos

0

3

3

0

2

1

2

ал

ал

ст

ст

ст

А

Е

А

Е

l

Е

s

s

=      
[image: image356.wmf]МПа

Па

5

.

52

10

5

.

52

1

866

.

0

10

2

10

7

.

0

10

1

10

2

2

1

10

1

866

.

0

10

2

6

3

4

11

4

11

3

2

11

-

=

×

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

-

-

-

-

,                           (2.98) 


[image: image357.wmf]D

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

×

×

×

×

×

×

×

=

1

30

cos

2

30

cos

2

0

3

3

0

3

3

ал

ал

ст

ст

ал

ст

ст

А

Е

А

Е

А

l

А

Е

s

=
[image: image358.wmf]МПа

Па

5

.

45

10

5

.

45

1

866

.

0

10

2

10

7

.

0

10

1

10

2

2

10

2

1

10

1

866

.

0

10

1

10

2

2

6

3

4

11

4

11

4

3

3

4

11

=

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

-

-

-

-

-

.                        (2.99)


Таким образом, в статически неопределимых конструкциях:

 
- распределение усилий между элементами зависит от жесткостей этих элементов;


- усилия и напряжения могут существовать при отсутствии внешней нагрузки (температурные напряжения, монтажные напряжения); 


- в общем случае во всех элементах одновременно нельзя получить напряжения, равные допускаемым напряжениям.
III Элементы теории напряженно-деформированного состояния. Теории прочности
3.1 Напряжения в точке. Закон парности касательных напряжений. Главные площадки и главные напряжения


Напряженным состоянием в точке называется совокупность напряжений, возникающих на множестве площадок, проходящих через рассматриваемую точку.


Для описания напряженного состояния в точке достаточно в окрестности этой точки выделить достаточно малую область (параллелепипед), для которой на основе гипотезы  сплошности  и однородности среды напряженное стояние можно рассматривать как однородное и ограничиться рассмотрением напряжений на трех взаимно перпендикулярных площадках. Оказывается, напряжения на остальных площадках можно выразить через напряжения на 3-х рассмотренных площадках.


На каждой площадке действует полное напряжение, которое в соответствии с направлением осей, раскладывается на нормальные 
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 (рис. 3.1).
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[image: image369.wmf]s

 — нормальное напряжение, индекс соответствует направлению нормали к площадке, на которой они действуют.

[image: image370.wmf]t

 — касательные напряжения с двумя индексами: первый соответствует нормали к площадке, а второй - направлению самого напряжения.      

               Рис. 3.1
Правила знаков для 
[image: image371.wmf]s

 и 
[image: image372.wmf]t

 (рис. 3.1):

Нормальные напряжения положительны при растяжении и отрицательны при сжатии.

Касательные напряжения положительны, если направлены в положительном направлении координатной оси.

Элементарный параллелепипед в окрестности точки должен находиться в равновесии. Три уравнения равновесия  (сумма сил на оси) выполняются тождественно, а три уравнения равновесия (сумма моментов относительно осей) связывают между собой попарно касательные напряжения законом парности касательных напряжений:
Касательные напряжения на 2-х любых, но взаимно перпендикулярных площадках, направленные к линии пересечения площадок, равны по величине, при этом они стремятся повернуть элемент в разные стороны.
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Таким образом, напряженное состояние в точке описывается шестью независимыми напряжениями.

Главными называются площадки, касательные напряжения в которых равны нулю, оси перпендикулярные к этим площадкам называются главными.

Нормальные напряжения в главных площадках называются главными напряжениями, обозначаются 
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3.2 Виды напряженного состояния

         1. Линейное - два главных напряжения равны нулю (рис. 3.2(1)).
         2. Плоское - одно главное напряжение равно нулю (рис. 3.2(2)).
         3. Объемное - все три главных напряжения не равны нулю (рис. 3.2(3)).
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                                                    Рис. 3.2

 В теории напряженного состояния различают 2 основные задачи: прямая и обратная. Рассмотрим их на примере плоского напряженного состояния.
3.3 Прямая и обратная задачи
Прямая задача. Известны главные напряжения и положение главных площадок, требуется определить напряжения на наклонных площадках.
 Согласно рис. 3.3

                                     
[image: image379.wmf]a

s

a

s

s

a

2

2

2

1

cos

cos

×

+

×

=

,                                            (3.3)

                                
[image: image380.wmf]a

s

s

t

a

2

sin

2

2

1

×

-

=

,                                                  (3.4)

[image: image511.wmf]
[image: image381.wmf]a

s

a

s

s

b

2

2

2

1

sin

sin

×

+

×

=

,       (3.5)


[image: image382.wmf]a

s

s

t

b

2

sin

2

2

1

×

-

-

=

,                (3.6)

где 
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 - напряжения на наклонных площадках.                       
Обратная задача. Известны напряжения на наклонных площадках, требуется определить главные направления и главные                                                       напряжения на главных площадках.
                      Рис. 3.3
Главные напряжения определяются формулой                    
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Угол наклона главных площадок 


[image: image388.wmf]b

a

a

s

s

t

a

-

-

=

2

2

tg

.                                                      (3.8)

На площадках под 
[image: image389.wmf]0
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 к главным располагаются площадки с наибольшими касательными напряжениями 


[image: image390.wmf]2

min

max

max

s

s

t

-

=

.                                               (3.9)

3.4 Обобщенный закон Гука. Потенциальная энергия деформаций

При объемном напряженном состоянии главные напряжения связаны с относительными продольными удлинениями в главных направлениях 
[image: image391.wmf]1
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, 
[image: image392.wmf]2
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[image: image393.wmf]3

e

 обобщенным законом Гука
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Потенциальной энергией деформации называется энергия, которая накапливается в теле при его упругой деформации. Численно потенциальная энергия равна работе внешних сил, затраченной при упругой деформации тела. Удельной потенциальной энергией деформации 
[image: image397.wmf]u

 называется потенциальная энергия деформации, приходящаяся на единицу объема. Для вычисления удельной потенциальной энергии объемного напряженного состояния

- вырезают элемент в виде кубика с длинами ребер, равными единице, гранями – главными площадками;

- вычисляют работу, совершаемую усилиями, численно равными главным напряжениям  на гранях элемента 
[image: image398.wmf]1
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, 
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 на перемещениях, численно равным относительным удлинениям 
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 вследствие деформации элемента, в результате чего получают
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Подставляя (3.10) – (3.12) в (3.13) находим  следующее выражение удельной потенциальной энергии в напряжениях 
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Обычно удельную потенциальную энергию представляют в виде суммы удельной потенциальной энергии изменения объема 
[image: image406.wmf]v

u

, т.е. энергии, накапливаемой за счет изменения объема и удельной потенциальной энергии формоизменения 
[image: image407.wmf]ф

u

, т.е. энергии, накапливаемой вследствие изменения формы. 

Таким образом,
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где                                  
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3.5 Критерии прочности (теории прочности)

Теории прочности – это гипотезы об основной причине перехода материала в предельное напряженное состояние (состояние текучести или хрупкого разрушения). Они позволяют оценить прочность при любом напряженном состоянии путем замены его равноопасным одноосным растяжением . Напряжение такого одноосного растяжения называется  эквивалентным напряжением (величина условная).

Теории  прочности устанавливают признаки равноопасности двух напряженных состояний – сложного и одноосного растяжения. Условие прочности для большинства сложных напряженных состояний  может быть записано в виде
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 где 
[image: image412.wmf]экв

s

 для данного напряженного состояния зависит не только от главных напряжений, но и от принятой теории прочности.


Приведем классические теории (критерии) прочности.


Критерий наибольших нормальных напряжений (первая  (
[image: image413.wmf]I

) теория  прочности). Предполагается, что нарушение прочности в общем случае напряженного состояния наступает тогда, когда наибольше нормальное напряжение достигает своего опасного значения. Дает удовлетворительные результаты лишь для весьма хрупких материалов. 
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Критерий наибольших линейных деформаций (вторая (
[image: image416.wmf]II

) теория прочности). Предполагается, что нарушение в общем случае напряженного состояния наступает тогда, когда наибольшая линейная деформация достигает своего опасного значения. Применимо для хрупкого состояния материала и недопустимо для материалов, не следующих закону Гука или находящихся за пределами пропорциональности.
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Критерий наибольших касательных напряжений (третья (
[image: image418.wmf]III

) теория прочности). Предполагается, что предельное состояние в общем случае наступает тогда, когда наибольшее касательное напряжение достигает опасного значения. Применима для пластических материалов, одинаково работающих на растяжение и сжатие. Недостаток в том, что не учитывает главного напряжения 
[image: image419.wmf]2
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Критерий удельной потенциальной энергии формоизменения (четвертая (IV) теория прочности). Опасное состояние (текучесть) в общем случае напряженного состояния наступает тогда, когда удельная потенциальная энергия формоизменения достигает своего предельного значения. Применяется для пластических материалов и появление в материале малых пластических деформаций четвертой теорией определяется более точно, чем третьей
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Критерий Мора (пятая (V) теория прочности). Применяется для хрупких и хрупко-пластических материалов.
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ІV Сдвиг. Расчеты на срез и смятие. Болтовые    соединения

4.1 Сдвиг. Напряжения при сдвиге

Сдвиг или срез практически осуществляется, когда на рассматриваемый брус с противоположных сторон на весьма близком расстоянии друг от друга действуют две равные силы, перпендикулярные к оси бруса и направленные в противоположные стороны (разрезание ножницами).

В поперечном сечении бруса возникают только касательные напряжения 
[image: image423.wmf]t

, результирующей которых является поперечная сила 
[image: image424.wmf]Q
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Принимается, что касательные напряжения распределяются равномерно по площади сечения и определяются формулой
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4.2 Чистый сдвиг. Модуль упругости второго рода.

Закон Гука при чистом сдвиге                                             

Чистый сдвиг – частный случай плоского напряженного состояния, когда на гранях прямоугольного элемента действуют только касательные напряжения (рис. 4.1). Согласно правилу знаков 
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[image: image513.wmf]
               Рис. 4.1                                                           Рис. 4.2

Найдем величину и направление главных напряжений. Из формул для плоского напряженного состояния  (3.7), (3.8) получаем
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 Рассмотрим деформацию выделенного элемента. Поскольку на гранях элемента нет нормальных напряжений, то вдоль граней нет удлинений, и длины сторон исходного элемента не меняются, изменяются только углы. Если закрепить одну из граней элемента (рис. 4.2) , то малый угол 
[image: image433.wmf]g

, на который изменяется первоначально прямой угол, называется углом сдвига или относительным сдвигом. Величину абсолютного смещения грани 
[image: image434.wmf]S

D

 называют абсолютным сдвигом, который связан  с углом сдвига соотношением (рис. 4.2)


[image: image435.wmf]a

S

tg

D

=

g

.                                                         (4.4)

 В силу малости угла сдвига 
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, тогда соотношение (4.4) можно представить в виде
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По экспериментально полученной диаграмме сдвига видно, что до некоторого предела называемого пределом пропорциональности 
[image: image438.wmf]пц
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 между углом сдвига 
[image: image439.wmf]g

 и касательным напряжением 
[image: image440.wmf]t

 существует линейная зависимость – закон Гука при чистом сдвиге
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где 
[image: image442.wmf]G

 - модуль упругости второго рода или модуль упругости при сдвиге, связанный с модулем упругости первого рода соотношением


[image: image443.wmf])

1

(

2

m

+

×

=

E

G

.                                                          (4.7)

Подставляя (4.2) и (4.5) в (4.6), получаем выражение закона Гука при чистом сдвиге
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Здесь величина произведения 
[image: image445.wmf]A
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 - жесткость поперечного сечения при сдвиге.


[image: image446.wmf]
4.3 Допускаемые напряжения. Условие прочности при чистом сдвиге

При сдвиге проводятся расчеты на срез и смятие.

Условие прочности на срез (сдвиг) с учетом формулы (4.2) имеет вид 
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где 
[image: image448.wmf]ср

А

 - площадь срезаемой поверхности.
Допускаемое касательное напряжение 
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 согласно некоторым приведенным выше теориям прочности будет:

вторая теория 
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          третья теория
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          четвертая теория
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        Условие прочности на смятие
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где 
[image: image454.wmf]см

s

 - максимальное напряжение смятия контактирующих элементов (под смятием понимают пластическую деформацию, возникающую на поверхностях контакта); 
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 - допускаемое напряжение на смятие устанавливают опытным путем и принимают равным
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4.4 Расчет болтового соединения на срез и смятие

        Рассмотрим проектировочный расчет болтового соединения (рис. 4.3).

[image: image514.bmp]
                                                        Рис. 4.3 
Подобрать диаметр болта, если допускаемое напряжение для листов и болта 
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Решение.

           Листы, растягиваемые силами 
[image: image461.wmf]Р

, срезают болт и оказывают распределенное давление по контактной поверхности. Болт необходимо рассчитывать на срез и смятие, листы, которые он стягивает - на растяжение.        


Расчет на срез. 

Методом сечений находим (рис. 4.3) 
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Допускаемое напряжение на срез по третьей теории прочности
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Из условия прочности на срез (4.9)
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Площадь сечения болта
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откуда
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            Расчет на смятие.

            Поверхность болта – цилиндрическая. Закон распределения давления по поверхности болта точно не известен, принимается криволинейный закон  и максимальное напряжение смятия на цилиндрических поверхностях вычисляется по формуле
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[image: image515.bmp]где 
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- площадь проекции поверхности контакта на диаметральную плоскость (рис. 4.4)
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Подставляя (4.20) в (4.12) получаем условие прочности на смятие в виде
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Допускаемое напряжение на смятие согласно (4.13)

                        Рис. 4.4
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Из (4.21) находим
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С учетом (4.23) из (4.20) находим
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Расчет на прочность листа.    
[image: image516.bmp]Учитывая, что болт ослабляет лист, проверяем последний на прочность в ослабленном сечении (рис. 4.5)

                                            Рис. 4.5
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Условие прочности при растяжении (сжатии) в данном случае имеет вид
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откуда
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Из (4.25) с учетом (4.27) находим
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Решением системы неравенств (4.18), (4.24), (4.28) будет интервал
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Окончательно выбираем наиболее экономичное значение
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