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1. ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 
 

1.1. Основні поняття 
 

Звичайним диференціальним рівнянням першого порядку називається 
співвідношення вигляду  

0),,( =′yyxF , 
(або, якщо воно розв’язано відносно похідної, то - ),( yxfy =′ ), де x  - незалежна 
змінна, )(xy  - шукана функція. 
 Загальним інтегралом диференціального рівняння називають функцію 

0),,( =Cyxφ , яка визначає загальний розв’язок у неявному вигляді. 
 Будь-який розв’язок ),,( 0Cxy ϕ= або інтеграл ,0),,( 0 =Cyxφ  який дістанемо з 
загального розв’язку при конкретному значенні довільної сталої ,0CC =  
називають відповідно частинним розв’язком, або частинним інтегралом. 

 Функція )(xy ϕ=  називається  розв’язком цього диференціального 
рівняння, якщо після заміни y  на ),(xϕ  y ′  на )(xϕ ′ воно перетворюється у 
тотожність. 

 Основною задачею теорії диференціальних рівнянь є пошук усіх 
розв’язків заданого диференціального рівняння і вивчення властивостей 
цих розв’язків.  

 Пошук розв’язків диференціального рівняння називають інтегруванням 
цього рівняння. 
 Інтегралом диференціального рівняння називається співвідношення 

,0),( =yxφ  яке неявно задає розв’язок цього рівняння. 
 Інтегральною кривою диференціального рівняння називається графік 
його розв’язку ).(xy ϕ=  
 Загальним розв’язком диференціального рівняння називається функція 

),,( Cxy ϕ=  яка є розв’язком цього рівняння при будь-яких допустимих 
значеннях сталої С. 
 Загальному розв’язку (або загальному інтегралу) відповідає сімейство 
інтегральних кривих. 
 Задачею Коші для диференціального рівняння називається задача 
відшукання розв’язку цього рівняння, який задовольняє початковій умові 
 
                                                                 ,)( 00 yxy =  
 
або задача виділення із сім’ї інтегральних кривих тієї кривої, яка проходить 
через задану точку ).,( 00 yx  
 Задача Коші, або задача з початковою умовою, не завжди має єдиний 
розв’язок. Наступна теорема містить умови, при яких розв’язок рівняння  

),( yxfy =′  
існує і є єдиним. 
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 Теорема Коші. Якщо функція ),( yxf  і її  похідна 
y
f

∂
∂

 
визначені і 

неперервні в області, що містить точку ),,( 00 yx  то існує  єдиний розв’язок  
рівняння ),(xy ϕ=  такий, що ),( 00 xy ϕ=  тобто через точку ),( 00 yx  проходить 
єдина інтегральна крива даного рівняння. 
 Зауваження. Успіх в розв’язанні диференціальних рівнянь у великій мірі 
залежить від уміння розпізнавати типи рівнянь. Отже, приділіть увагу цьому 
питанню.    
 

1.2.  Рівняння з відокремлюваними змінними 
 

Диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними має вигляд: 
 

           ,0),()y,( =+ dyyxNdxxM   
          ),()(),( 21 yMxMyxM ⋅=    )()(),( 21 yNxNyxN ⋅=                              (1.1)                                                                       

 
або, якщо воно розв’язано відносно похідної: 
 

y),,(xf
dx
dy

=     ).()(),( 21 yfxfyxf ⋅=                                                  (1.2) 

 
 Тоді, розділивши обидві частини рівняння (1.1) на добуток 

0)()( 12 ≠⋅ xNyM та помноживши на  dx, дістанемо рівняння з відокремленими 
змінними 

0
)(
)(

)(
)(

2

2

1

1 =+ dy
yM
yNdx

xN
xM

 

 
( або з рівняння (1.2)  

0)(,)(
)( 21

2

≠= yfdxxf
yf

dy   ). 

 
 Загальні інтеграли рівнянь (1.1) та (1.2) відповідно мають вигляд: 
 

∫ ∫ ∫ ∫ =+==+ .,)(
)(

,
)(
)(

)(
)(

1
22

2

1

1 constCCdxxf
yf

dyCdy
yM
yNdx

xN
xM  

 
Приклад 1. Знайти розв’язки диференціального рівняння 

).1( −⋅= yx
dx
dy  

Помноживши обидві частини рівняння на ,
1−y

dx  одержимо: 

.
1

xdx
y
dy

=
−
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Звідси             ∫ ∫ ≠=+=−+=
−

.0,ln,ln
2

1ln,
1

2

CcCcxyCxdx
y
dy  

 Після потенціювання маємо загальний розв’язок рівняння  .1 2

2x

cey +=  
Функція 1)( −= yyϕ  дорівнює нулю, якщо .1=y  1=y  є  розв’язком даного 
рівняння, тому що її підстановка  у дане рівняння перетворює це рівняння у 
тотожність. Проте цей розв’язок можна дістати із загального розв’язку при 

,0=c  тому він є частинним і не втратився при відокремленні змінних. Отже 

,1 2

2x

cey +=  
де с – довільна стала, - загальний розв’язок даного диференціального рівняння. 
 Приклад 2. Знайти розв’язок диференціального рівняння   
 

,0)1( =+− ydyedxe xx  
 

який задовольняє початковій умові .1)0( =y  
 Відокремлюючи змінні, одержимо: 

.
1

ydy
e
dxe

x

x

=
+

 

Звідси 

∫ ∫∫ +=
+
+

+=
+

,
21

)1(,
1

2

Cy
e
edCydy

e
dxe

x

x

x

x

 

 

Cye x +=+
2

1ln
2

  -  загальний інтеграл рівняння. 

За  умовою 1)0( =y  знаходимо ,
2
12ln C+=  тобто .

2
12ln −=C  

Шуканий розв’язок задається неявно: 
 

.2ln
2

11ln
2

+
−

=+
ye x  

 
Зауваження. Останній результат (частинний розв’язок) можна знайти, 
використовуючи визначені інтеграли: 

.
1 10

∫∫ =
+

yx

x

x

ydy
e
dxe  

  
 1.3. Однорідні рівняння 

 
Однорідними диференціальними рівняннями називають рівняння вигляду 

                                                    
),,( yxf

dx
dy

=                                                  (1.3) 

якщо ),( yxf – однорідна функція нульового виміру.          
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Функція ),( yxf називається однорідною функцією виміру k  відносно 
змінних yx,  , якщо для будь-якого 0>t  виконується  рівність 

),(),( yxfttytxf k= . 
Для однорідних функцій нульового виміру маємо:  

),(),( yxftytxf = . 
За допомогою підстановки 

x
yu = , або  xuy ⋅= , де u  – нова шукана функція  

аргументу x , як показав Лейбніц, однорідне рівняння зводиться до рівняння 
з відокремлюваними змінними. Дійсно,  впровадивши вказану зміну, 
перепишемо рівняння так: 

).(ufuux =+′  
Звідси одержуємо рівняння з відокремлюваними змінними 

.)(
x

uuf
dx
du −

=  

 Відокремлюючи змінні і інтегруючи, одержуємо 
.0)(,

)(
≠−+

−
= ∫∫ uufC

uuf
du

x
dx  

 Однорідне диференціальне рівняння може мати вигляд 
                                      0),(),( =+ dyyxQdxyxP                                       (1.4) 

за умовою, що функції ),( yxP  і ),( yxQ  - однорідні функції одного виміру, 
тобто функції, для яких мають місце співвідношення: 

),,(),(),,(),( yxQttytxQyxPttytxP nn ==  
де n  - степінь (або вимір) однорідності, t >0. 
 Наприклад, функції 

kk yyxxyyx
yx
xyx

yx
yx

+−+
−
+

+
− −122

2

,,,  

є однорідними функціями відповідно нульового, першого, другого та k -ого 
виміру. 
 Приклад 3. Розв’язати рівняння: 

.ln
x
yy

dx
dyx =⋅  

Запишемо рівняння у вигляді  .ln
x
y

x
y

dx
dy

=  

Права частина цього рівняння є однорідною функцією степені нуль: 
.lnln

x
y

x
y

tx
ty

tx
ty

=  

 Отже, дане рівняння є однорідним. Зробивши підстановку ,uxy =  маємо 

,ln uuu
dx
dux ⋅=+⋅   

або 
).1(ln −⋅=⋅ uu

dx
dux  

 Відокремлюючи змінні, дістанемо 
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.
)1(ln x

dx
uu

du
=

−
 

 
 Після інтегрування одержимо  загальний інтеграл 
 

Cxu lnln1lnln +=− ,  .,ln1lnln constCCxu ==−  
 
На закінчення треба змінити u  на  

x
y . Загальний інтеграл рівняння має 

вигляд: 

Cx
x
y ln1lnln =− . 

 
Після потенціювання остаточний результат  такий: 
 

.1ln Cx
x
y

=−  

Слід зауважити, при відокремлюванні змінних ми припустили, що .0)1(ln ≠−uu  
Якщо 0)1(ln =−uu , тоді .,0 euu ==  Кореню 0=u  відповідає значення ,0=y яке не 
належить до області визначення рівняння. Кореню eu =  відповідає розв’язок 

.exy =  Проте цей розв’язок міститься в загальному розв’язку, тому що його 
можна отримати із загального при С = 0. Отже, при відокремленні змінних 
втрати розв’язків не відбулося. 
 
Приклад 4. Знайти розв’язок рівняння 

 
,0coscos =⋅+






 − dy

x
yxdx

x
yyx  

 
який задовольняє початковій  умові  .0)1( =y  

Дане рівняння є однорідним, тому що 
x
yyxyxP cos),( −=  і  

x
yxyxQ cos),( =  - 

однорідні функції одного виміру (виміру 1). Поклавши ,xuy ⋅=  дістанемо  
,0)(cos)cos( =++− udxxduuxdxuxux  

                                        або    .0cos,0cos =+=+ udu
x

dxuduxdx  

Звідки після інтегрування 
.sinln,sinln C

x
yxCux =+=+  

 Враховуючи умову ,0)1( =y  маємо .0=C  Отже частинним  інтегралом 
даного рівняння є 

.0sinln =+
x
yx  
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 1.4. Лінійні рівняння 
 
Лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням першого порядку 

називається рівняння вигляду 
                                                 ),()( xqyxpy =+′                                             (1.5) 

де )(xp  і )(xq  - задані неперервні функції. yy ′,  входять лінійно, тобто у 
першому степені. (При 0)( ≡xq  одержимо відповідне однорідне рівняння). Для 
розв’язування цього рівняння існують певні методи. Ми розглянемо, так 
званий, метод Бернуллі, в основі якого лежить ідея знаходження розв’язку у 
вигляді   ),()( xvxuy ⋅= де )(xuu =  і )(xvv =  - невідомі довільні функції. Тоді 

.vuvuy ′+′=′  Підставляючи замість yy ′,  їх вирази через ,,,, vuvu ′′  маємо: 
),()( xquvxpvuvu =+′+′  або  ).())(( xquxpuvvu =+′⋅+′  

Функцію )(xu  виберемо за умовою 0)( =+′ uxpu  (це лінійне однорідне рівняння, 
у якому завжди відокремлюються змінні). Отже,  

.)(
)(∫=

− dxxp
exu  

Вважаємо, що стала інтегрування С = 0. Для розшуку функції )(xv   
одержуємо також рівняння з відокремлюваними змінними: 
 

),(
)(

xq
dx
dve

dxxp
=⋅∫−  або  .)(

)(
dxexqdv

dxxp∫⋅=  

Звідки  
,)()(

)(
Cdxexqxv

dxxp
+∫⋅= ∫  де  C  - довільна стала.    

                          
Перемноживши )(xu і ),(xv  дістанемо загальний розв’язок рівняння 
 

.)(
)()(







 +∫∫= ∫

−
Cdxexqey

dxxpdxxp  

Приклад 5. Розв’язати рівняння 
.22 4xyyx =−′  

 
 Розв’язок шукаємо відповідно методу Бернуллі у вигляді ).()( xvxuy ⋅=  
Тоді 

,22 4xuvvxuvux =−′+′  або  .2)2( 4xvvxuvux =−′⋅+′  
 

Функцію )(xv  виберемо так, щоб  .02 =−′ vvx  Відокремивши у цьому рівнянні 
змінні, одержуємо 

.ln2ln2 2xvxv
x
dx

v
dv

=⇒=⇒=  

 
Тоді )(xu  знайдемо із рівняння  242 xvприxvux ==′ : 
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,)(22 2 Cxxuxdxdux
dx
du

+=⇒=⇒=  

 
де C  - стала інтегрування. Отже, загальній розв’язок заданого рівняння має 
вигляд: 

.)()( 22 xCxxy ⋅+=  
 

Приклад 6. Знайти розв’язок диференціального рівняння   ,cos2 xtgxyy =⋅+′  

який задовольняє початковій умові (задача Коші)  .
2
1

4
=






 πy  

 Задане рівняння лінійне неоднорідне. Виконуємо підстановку 
:)()( xvxuy ⋅=  

.cos)(cos 22 xtgxvvuvuxtgxuvvuvu =⋅+′⋅+′⇒=⋅+′+′  
Функцію )(xv  знайдемо, використавши умову   :0=⋅+′ tgxvv  

.coscoslnln xvxvtgxdx
v
dvtgxv

dx
dv

=⇒=⇒−=⇒⋅−=  

Далі шукаємо :)(xu  

.sincoscoscoscos 2 Cxxdxuxdxduxx
dx
du

+==⇒=⇒=⋅ ∫  

Отже, загальний розв’язок має вигляд: 
.cos2sin

2
1)(sincos xCxCxxy +=+⋅=  

Підставляючи в останнє співвідношення ,
2
1,

4
== yx π  дістанемо 

.0
2
2

2
1

2
1

4
cos

2
sin

2
1

2
1

=⇒⋅+=⇒+= CCC ππ  

Таким чином, частинний розв’язок рівняння має вигляд: 
.2sin

2
1 xy ⋅=  

 
 1.5. Рівняння Бернуллі 

 
Рівнянням Бернуллі називається рівняння вигляду 
 

                                       ,)()( αyxqyxpy ⋅=+′                                               (1.6) 
 

де .1,0 ≠≠ αα  Якщо ,0=α  це рівняння є лінійним неоднорідним, при 1=n  
одержуємо лінійне однорідне рівняння, у якому завжди відокремлюються  
змінні (ці випадки вже були розглянуті раніше).  
 1.Поділивши обидві частини рівняння Бернуллі на αy  і поклавши 

,)1(,1 yyzyz ′⋅−=′= −− αα α  рівняння Бернуллі можна звести до лінійного відносно 
z  і z′ : 
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).()(
1

xqzxpz
=+

−
′
α

 

Тому можна застосувати два методи: або розв’язати останнє лінійне рівняння, а 
потім замінити у одержаному розв’язку z на α−1y  , або застосувати підстановку  

vuy ⋅=  безпосередньо до рівняння Бернуллі.  
 
Приклад 7. Знайти загальний розв’язок рівняння 

.ln2 2y
x
x

x
yy ⋅=+′  

 Застосуємо підстановку vuy ⋅= : 
 

22ln2 vu
x
x

x
uvvuvu =+′+′ , або .ln2 22vu

x
xvu

x
vvu =′+






 +′  

 
Функцію )(xv  знайдемо з рівняння ,0=+′

x
vv  або .

x
dx

v
dv

x
v

dx
dv

−=⇒−=  

Звідки        .1lnln
x

vxv =⇒−=  
 

Функцію )(xu  знайдемо з наступного рівняння: 
 

.ln2ln21ln21
2222

2
2 dx

x
x

u
dudx

x
x

u
duu

xx
x

x
u ∫∫ =⇒=⇒⋅⋅=⋅′  

 
До  останнього інтеграла застосуємо метод інтегрування  частинами: 
 

.1lnln
1;

;lnln
2

2

2 C
xx

x
x
dx

x
x

x
v

x
dxdu

x
dxdvxu

dx
x

x
+−−=+−=

















−==

==
= ∫∫  

 

Тому  
.)1(ln21 C

x
x

u
+

+
=

Звідки     .
)1(ln2 Cxx

xu
++

=  

Отже, загальний розв’язок заданого рівняння має вигляд: 
 

.
)1(ln2

1
Cxx

y
++

=
 

 
2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

 
2.1. Основні означення і поняття 

  
Диференціальне рівняння другого порядку можна записати у вигляді 
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                                            ,0),,,( =′′′ yyyxF                                                  (2.1) 
 
 або, якщо воно розв‘язане відносно  похідної другого порядку, у вигляді  
 
                                             ).,,( yyxfy ′=′′                                                    (2.2) 
 
 Будь-яка неперервна та 2 рази диференційована функція )(xy ϕ=  
називається розв‘язком рівняння (2.1) або (2.2), якщо підстановка її та її 
похідних у ці рівняння перетворюють останні у тотожності.  
 Задача Коші для рівняння другого порядку полягає у розшуканні такого 
розв‘язку, який задовольняє умовам 
 

,)(,)( 0000 yxyyxy ′=′=  
 

де 000 ,, yyx ′  - деякі наперед задані числа. Геометричний зміст початкових умов  
полягає у знаходженні такої інтегральної кривої рівняння, яка проходила б 
через задану точку ),( 00 yx  і мала б у цій точці  заданий кутовий коефіцієнт 
дотичної, що дорівнює .0y′  
 Функція ),,( 21 CCxy ϕ=  називається загальним розв‘язком рівняння (2.1) 
або рівняння (2.2), якщо вона задовольняє цим рівнянням при всіх значеннях 
довільних сталих 21, CC  і із неї можна дістати будь-який частинний розв‘язок 
цих рівнянь.  
 Співвідношення 0),,,( 21 =CCyxφ , де 21, CC  - довільні сталі, називається 
загальним інтегралом рівняння другого порядку.  
  

2.2. Рівняння другого порядку, що допускають зниження порядку 
 
 Існує досить великий клас рівнянь другого порядку, що допускають 
зниження порядку. Але ми обмежимося лише трьома простішими випадками. 
 

I. Рівняння вигляду )(xfy =′′  розв’язують беспосереднім інтегруванням. 
Дійсно, проінтегрувавши один раз, маємо: 

 
.,)( 11 constCCdxxfy =+=′ ∫  

 
Проінтегрувавши вдруге, знайдемо загальний розв’язок: 

 
( ) .,)( 221 constCCxCdxdxxfy =++= ∫ ∫  

 
 Приклад1. Розв’язати рівняння  .sin xy =′′  
Послідовно інтегруючи, знайдемо: 
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.sincos,cossin 21211 CxCxCxCxdxyCxxdxy ++−=++−=+−==′ ∫∫  
 

II. Рівняння 0),,( =′′′ yyxF  не містить явно шуканої функції. Введемо нову 
функцію .)( yxv ′=  Тоді одержимо рівняння першого порядку відносно 
функції :)(xv         .0),,( =′vvxF  

 Припустимо, що знайдено загальний розв’язок цього рівняння 
).,()( 1Cxxv ϕ=  

Замінюючи )(xv  на ,y′  дістанемо ).,( 1Cxy ϕ=′  Звідки загальний розв’язок цього 
рівняння має вигляд: 

∫ += .),( 21 CdxCxy ϕ  
 

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння 
02)1( 2 =′−′′+ yxyx  

та виділити з нього частинний розв’язок , який задовольняє початковим умовам 
.1)1(,0)1( =′= yy  

 Покладемо ).(),( xvyxvy ′=′′=′  Тоді дане рівняння набуває вигляду:  
.02)1( 2 =−′+ xvvx  

Відокремлюючи змінні, знаходимо 
 

).1(ln1lnln
1
2 2

11
2

2 xCvCxv
x

xdx
v
dv

+=⇒++=⇒
+

=  

 
Змінюючи )(xv  на ,y′  інтегруємо ще раз і отримуємо загальний розв’язок даного  

рівняння .
3 2

3

1 CxxCy +







+=  

Виділимо з цього загального розв’язку частинний. Використовуючи початкову 
умову ,0)1( =y  маємо: 

,
3
110 21 CC +






 +=  або  .0

3
4

21 =+ CC  ).1( 2
1 xCy +=′  Використовуючи другу початкову 

умову ,1)1( =′y  знаходимо ),11(1 1 += C  звідки .
2
1

1 =C  

  
Отже, для визначення сталих 21 , CC  маємо систему рівнянь: 









=+

=

.0
3
4

2
1

21

1

CC

C
 

Звідси .
3
2,

2
1

21 −== CC  Таким чином, шуканий частинний розв’язок заданого 

рівняння має вигляд:   .
3
2

26

3

−+=
xxy  
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III. Рівняння .0),,( =′′′ yyyF  Це рівняння не містить незалежної змінної x. 
Введемо нову функцію, залежну від )(: ypyy =′ . Тоді 

 
.)()()( p

dy
dp

dx
dy

dy
ydp

dx
ydp

dx
ydy ⋅=⋅==
′

=′′  

 
Підставляючи останні вирази для похідних у дане диференціальне рівняння, 
одержимо рівняння першого порядку відносно функції )( yp : 

.0))(),(,( =′ ypypyF  

 Нехай функція ),()( Cyyp ϕ=  є загальним розв’язком цього рівняння. 

Поклавши ,)(
dx
dyyp =  прийдемо до рівняння з відокремлюваними змінними 

),,( Cy
dx
dy

ϕ=  де С - довільна стала інтегрування. 

Інтегруючи його, одержимо загальний розв’язок рівняння, розглянутого  у 
цьому пункті. 
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

.12 2 =′−′′ yyy  

 Застосуємо підстановку ).( ypy =′  Тоді задане рівняння запишеться так: 

.12 2p
dy
dpyp +=  

Це рівняння першого порядку, що допускає відокремлення змінних:  
 

.
1
2

2 y
dy

p
pdp

=
+

 

Звідси 
.1,0,lnln)1ln( 1

2
11

2 yCpCCyp =+≠+=+  
  

 Підставляючи сюди значення ,yp ′=  маємо  
 

.)(1 1
2 yCy =′+  

Таким чином,  
.

1
1

1
1 dx

yC
dyyC

dx
dy

=
−±

⇒−±=  

Інтегруючи обидві частини останнього рівняння, знайдемо 
 

,12
21

1

CxyC
C

+=−±  
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або                     .,,0,)(
4

1
211

2
2

1

1

constCCCCxC
C

y =≠++=  

 
 Зауваження. Якщо у розглянутих прикладах розв’язується задача Коші, 
сталі інтегрування 21, CC  рекомендується знаходити у процесі інтегрування 
диференціального рівняння, тому що в окремих випадках наявність довільних 
сталих заважає інтегруванню або ускладнює його (наприклад, зустрічаються 
інтеграли, які не завжди можна виразити через елементарні функції). 
 
Приклад 4. Знайти розв’язок рівняння, який задовольняє початковим умовам: 

.1)2(,1)2(,032 2 −=−′=−=−′′ yyyy  

 Знизимо порядок рівняння, замінивши .,
dy
dppypy =′′=′  Тоді 

.32032 1
3222 Cypdyypdpy

dy
dpp +=⇒=⇒=−  

Знаходимо сталу 1C , підставляючи у останнє співвідношення :1,1 −=′== ypy  
.01)1( 11

2 =⇒+=− CC  

 Таким чином, ., 2
3

32 ypyp ±==  

Замінюючи р на 
dx
dy , дістанемо  

.22 22
2
1

2
3

2
3

C
y

xCxydxdyyy
dx
dy

+=⇒+±=−⇒±=⇒±=
−−

m  

 Підставляючи x = - 2, y = 1, знаходимо С2: 
 

.4,0

,
1

22)2,
1

22)1

22

22

−==

+=−+=

CC

CC
 

 
 Отже, частинних розв’язків два: 
 

.42,2
−=−=

y
x

y
x

 
 
 

2.3.  Лінійні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами 

 
 Лінійне неоднорідне рівняння другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами записують у вигляді 

                                        ),(xfqyypy =+′+′′                                                (2.3) 
де p, q – сталі,  f(x) - неоднорідність, або права частина рівняння.  
 Треба звернути увагу на те, що інтегрування таких рівнянь завжди  
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можливе, причому у деяких випадках воно зводиться до алгебраїчних операцій.  
 

2.4. Однорідне диференціальне рівняння другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами 

 
 Однорідне рівняння 

0=+′+′′ qyypy                                                 (2.4) 
інтегрується  методом, який запропонував ще у 1743 р. Леонард Ейлер: 
частинний розв’язок рівняння шукається у вигляді  

,kxey =                                                 (2.5) 

де k  має бути таким, щоб ця функція була розв’язком рівняння (2.4). 
 Знайшовши похідні  

kxkx ekykey 2, =′′=′  

і підставивши їх разом із функцією (2.5) у рівняння (2.4), маємо: 
.0)( 2 =++ qpkkekx  

 Звідси випливає, що функція (2.5) є розв’язком диференціального 
рівняння (2.4) тоді і тільки тоді, коли стала величина k буде розв’язком 
квадратного рівняння 
                                                            ,02 =++ qpkk                                                (2.6) 

яке називається характеристичним. 
 Слід зауважити, що загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння 
має специфічну структуру, яка встановлюється теоремою:  
 Загальний розв’язок )(xy  лінійного однорідного рівняння другого 
порядку є лінійна комбінація двох його лінійно незалежних розв’язків )(1 xy і 

)(2 xy  , тобто функція виду  

                                                   )()()( 2211 xyCxyCxy += ,                                         (2.7) 

де 21, CC  - довільні сталі. 

Отже, треба  мати два лінійно незалежних розв’язку )(1 xy і )(2 xy . 
Визначення системи n лінійно  незалежних функцій у загальному вигляді 
досить   складне. Тому зазначимо, як можна легко перевірити лінійну 
незалежність двох функцій:  

якщо відношення двох функцій не дорівнює сталій, то ці дві функції 
лінійно незалежні.  

Таким чином, залишається лише вказати вигляд лінійно незалежних 
розв’язків. Зробимо це за допомогою таблиці:  
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Тип коренів рівняння (2.6) Лінійно незалежні розв’язки 
Загальний розв'язок 

k1  ≠  k2 – дійсні корені xkxk exyexy 21 )(,)( 21 ==  
xkxk eCeCxy 21

21)( +=  

k1  =  k2 = k – дійсний двократний 
корінь 

kxkx xexyexy == )(,)( 21  
kxexCCxy )()( 21 +=  

1,2,1 −=±= iik βα - комплексні 
спряжені корені 

xexyxexy xx ββ αα sin)(,cos)( 21 ==  
)sincos()( 211 xCxCexy x ββα +=  

 Отже, розв’язання лінійного однорідного диференціального рівняння зі 
сталими коефіцієнтами фактично зводиться до розв’язування 
характеристичного рівняння (2.6). 
 

2.5. Неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами. Спеціальний вигляд правої частини  

 
 Звернемось до рівняння (2.3). Спочатку розглянемо випадок, коли  права 
частина цього рівняння має, так званий, спеціальний вигляд. Структуру 
загального розв’язку рівняння (2.3) визначає теорема: 
 Загальний розв’язок рівняння (2.3) дорівнює сумі загального розв’язку 
рівняння (2.4) і деякого частинного розв’язку рівняння (2.3) 

.)( 0 yyxy +=  

Вважається, що права частина рівняння (2.3) має спеціальний вигляд, якщо 
),()( xPexf m

ax=  
де множник а у показнику експоненти може дорівнювати нулю, може бути 
дійсним числом, що не дорівнює нулю, може бути уявним або комплексним 
числом, Pm(x) – заданий багаточлен степені m ≥ 0.   
 Далі будуть розглянуті важливі частинні випадки спеціального вигляду 
правої частини неоднорідного рівняння, які можна одержати за допомогою 
формули Ейлера: 

).sin(cos)( xixee axxi βββα +=+
 

 
 Виявляється, що частинні розв’язки неоднорідного рівняння будемо 
шукати, використовуючи вигляд його правої частини, а також результати 
аналізу (див. табл.2.1,2.2). Звернемося до таблиць. 
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Таблиця 2.1 

Вигляд правої 
частини 

Аналіз Вигляд частинного розв’язку 

1. 0),()( == axPxf m  Число 0 
не є 
коренем 
рівняння 
(2.4) 

),...,1(,...)( 1
10 mibbxbxbxQy im

mm
m =+++== −  

- невизначені коефіцієнти 

2. ),()( xPexf m
ax=  а – 

дійсне число 
Число а 
не є 
коренем 
рівняння 
(2.4) 

),...,1(),...()( 1
10 mibbxbxbexQey im

mmax
m

ax =+++== −

- невизначені коефіцієнти  

3. 
xxR

xxPxf

n

m

β
β

sin)(
cos)()(

+
+=  Числа 

iβ±  не є 
коренями 
рівняння 
(2.4) 

−=++++=

=+=

−
− ),...,1(,...)(

),,max(,sin)(cos)(

1
1

10 riddxdxdxdxT
nmrxxTxxQy

irr
rr

r

rr ββ
 

невизначені коефіцієнти 

4.

)sin)(
cos)(()(

xxR
xxPexf

n

m
x

β
βα

+
+=   

Числа 
α iβ±   
не є 
коренями 
рівняння  
(2.4) 

−=++++=

=+=

−
− ),...,1(,...)(

),,max(),sin)(cos)((

1
1

10 riddxdxdxdxT
nmrxxTxxQey

irr
rr

r

rr
x ββα

 

невизначені коефіцієнти 

                                                                                                            
Таблиця 2.2 

Вигляд правої 
частини 

Аналіз Вигляд частинного розв’язку 

1. 0),()( == axPxf m  Число 0 є 
коренем 
рівняння 
(2.4) 
кратності s 
(s = 1,2) 

),...,1(),...()( 1
10 mibbxbxbxxQy im

mms
m =+++== −  

- невизначені коефіцієнти 

 
2. ),()( xPexf m

ax=  а – 
дійсне число 

Число а є 
коренем 
рівняння 
(2.4) 
кратності s 
(s =1,2) 

,...,1(),...()( 1
10 ibbxbxbxexQey im

mmsax
m

ax =+++== −

 
 
- невизначені коефіцієнти  
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Продовження табл.2.2 
 
3.  

xxR
xxPxf

n

m

β
β

sin)(
cos)()(

+
+=  

 
Числа iβ±   
є коренями 
рівняння 
(2.4) 
кратності s  

 

−=++++=

=+=

−
− ),...,1(,...)(

),,max(),sin)(cos)((

1
1

10 riddxdxdxdxT
nmrxxTxxQxy

irr
rr

r

rr
s ββ

 

невизначені коефіцієнти; s =1 для рівняння 
другого порядку 

4.

)sin)(
cos)(()(

xxR
xxPexf

n

m
x

β
βα

+
+=

  

Числа 
α iβ±   є 
коренями 
рівняння  
(2.4) 
кратності s  

−=++++=

=+=

−
− ),...,1(,...)(

),,max(),sin)(cos)((

1
1

10 riddxdxdxdxT
nmrxxTxxQexy

irr
rr

r

rr
xs ββα

 

невизначені коефіцієнти; s =1 для рівняння 
другого порядку 

  
Розглянемо приклади. 

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
.082 =−′−′′ yyy  

 Для заданого лінійного однорідного рівняння зі сталими коефіцієнтами 
складаємо характеристичне рівняння та знаходимо його корені: 

.4,2;31811,082 212,1
2 =−=±=+±==−− kkkkk  

 Отже, загальним розв’язком даного однорідного рівняння є 
.4

2
2

1
xx eCeCy += −  

Приклад 2. Знайти розв’язок диференціального рівняння, який задовольняє 
початковим умовам (або, що теж саме, умовам задачі Коші): 

.1)0(,1)0(
,096
=′=

=++′′

yy
yyy

 

 Відшукаємо спочатку загальний розв’язок: 
).(3096 21

3
21

2 xCCeykkkk x +=⇒−==⇒=++ −  
  Знайдемо похідну функції y:  

.)(3 3
221

3 xx eCxCCey −− ++−=′  
 Використовуючи початкові умови, дістанемо систему: 

 .2,1
13
;1

21
21

1 ==⇒




−=+−
=

CC
CC

C  

 Отже, шуканий розв’язок  
).21(3 xey x += −  

 
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння 

.09 =+′′ yy  
 

Складемо характеристичне рівняння, знайдемо його корені та запишемо 
шуканий розв’язок заданого рівняння: 
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.3sin3cos3,309 2121
2 xCxCyikikk +=⇒−==⇒=+  

 
Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рівняння       .0294 =+′−′′ yyy  
 Використовуючи стандартну схему, одержуємо: 

).5sin5cos(5229420294 21
2

2,1
2 xCxCeyikkk x +=⇒±=−±=⇒=+−  

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок рівняння  
.2xyy −=′−′′  

 Спочатку знаходимо загальний розв’язок відповідного однорідного 
рівняння: .1,00 21

1
2

0
1021

2 xxx eCCeCeCykkkk +=+=⇒==⇒=− ⋅  

 Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді (див. 
табл.2.2) 

),( BAxxy +⋅=  

де А, В – невизначені коефіцієнти, для розшуку яких підставляємо цей 
розв’язок та його похідні AyBAxy 2,2 =′′+=′  у дане неоднорідне рівняння та 
прирівнюємо коефіцієнти при подібних у обох частинах одержаного 
співвідношення: 

).2(;22

02;1;22;222

+⋅===

⇒=−=−=−−=−−

xxyотжеAB

BAAAxBAxA
 

 Таким чином, загальний розв’язок заданого рівняння дорівнює: 

).2(210 +⋅++=+= xxeCCyyy x  

Приклад 6. Розв’язати задачу Коші: 
.3)0(,4)0(,4 −=′==+′′ yyeyy x  

 Використовуючи стандартну схему, маємо: 

.'2sincos;242

4;,;sincos,,01

210

2102,1
2

язокрозвзагальнийexCxCyyyAA

eAeAeAeyyAeyxCxCyikk
x

xxxxx

−++=+==⇒=

⇒=+=
″

=
′

=+=±==+  

  Для розв’язання задачі Коші треба використати початкові умови. Для 
цього знайдемо похідну від  загального розв’язку та підставимо початкові дані 
у розв’язок та його похідну. Залишається розв’язати лінійну систему із 
невідомими :, 21 CC   

5
2

23
24

2cossin
2sincos

2

1

2

1

21

21

−
=

⇒




+=−
+=

⇒




++−=′
++=

C
C

C
C

exCxCy
exCxCy

x

x

 

 Таким чином, шуканий частинний розв’язок має вигляд: 
.2sin5cos2 xexxy +−=  
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Приклад 7. Вказати вигляд загального розв’язку рівняння, не знаходячи числові  
значення невизначених коефіцієнтів 

.cossin xxxyy +=+′′  

 Для побудови загального розв’язку однорідного рівняння використовуємо 
характеристичне рівняння, для побудови частинного розв’язку неоднорідного 
рівняння використовуємо таблицю 2.2. Отже, маємо: 
 

( ) ( )[ ]
.

sincos;sincos101

0

2102,1
2

yyy

xDCxxBAxxyxCxCyikk

+=⇒

+++=+=⇒±=−±=⇒=+

 
Приклад 8. Побудувати загальний розв’язок рівняння  

.sin286 4 xeyyy x=+′−′′  
Числові значення невизначених коефіцієнтів не шукати.  
 
Використовуючи стандартну схему побудови загального розв’язку, 

маємо: 

.,sincos

;2,413893,086

0
44

2
2

4
10212,1

2

yyyxBexAey

eCeCykkkkk
xx

xx

+=+=

+=⇒==⇒±=−±==+−
 

 
2. 6. Неоднорідне диференціальне рівняння. Метод варіації довільних 

сталих (метод Лагранжа) 
 

Розглянемо лінійне неоднорідне рівняння зі сталими коефіцієнтами 
),(xfqyypy =+′+′′  

де права частина є довільна функція. У цьому випадку для розв’язування 
рівняння використовують, так званий, метод варіації довільних сталих, або 
метод Лагранжа. Суть методу Лагранжа полягає у тому, що загальний розв’язок 
рівняння треба шукати у формі загального розв’язку відповідного однорідного 
рівняння 

                                            ,0=+′+′′ qyypy                                                                    
але замінивши довільні сталі невідомими функціями, залежними від x. 

Скористаємось співвідношенням  (2.7), що задає загальний розв’язок 
однорідного рівняння:  

                               ).()()( 2211 xyCxyCxy +=  
Замінюємо довільні сталі С1  та С2  на функції M(x) та N(x) відповідно. Тобто  

загальний розв’язок неоднорідного рівняння має вигляд: 
                              ).()()()()( 21 xyxNxyxMxy +=                                              (2.8) 
Наступні дії пов’язані з побудовою системи двох лінійних неоднорідних 

алгебраїчних рівнянь, у якої невідомими є похідні від функцій M(x)та N(x). 
Перша похідна від загального розв’язку (2.8)  має вигляд:   
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).()()()()()()()()( 2211 xyxNxyxNxyxMxyxMxy ′+′+′+′=′  
 
Накладемо додаткову умову, за якою ця похідна повинна нагадувати 

похідну від загального розв’язку відповідного однорідного рівняння, тобто 
                     );()()()()( 21 xyxNxyxMxy ′+′=′                                                   (2.9) 
                        )).()()(( 2211 xyCxyCxy ′+′=′  

          Але у цьому випадку 
.0)()()()( 21 =′+′ xyxNxyxM  

Таким чином, одержуємо перше рівняння шуканої системи:    
 

                               .0)()()()( 21 =′+′ xyxNxyxM                                             (2.10) 
Далі шукаємо другу похідну  
 

)()()()()()()()()( 2211 xyxNxyxNxyxMxyxMxy ′′+′′+′′+′′=′′  та підставляємо її, а 
також першу похідну (2.9) та функцію y(x), що визначена у вигляді (2.8), у дане 
неоднорідне рівняння (2.3). При цьому враховуємо, що y1(x) та y2(x) є лінійно 
незалежні розв’язки відповідного однорідного рівняння. Маємо: 

( )
( ) ).()()()()(

)()()()()()()()()()()()(

21

212211

xfxyxNxyxMq
xyxNxyxMpxyxNxyxNxyxMxyxM

=+⋅+
+′+′⋅+′′+′′+′′+′′

 
 Виконаємо деякі перетворення, перегрупувавши члени лівої частини  
останнього співвідношення: 

( ) ( ) ).()()()()()()()()()()()()( 22211121 xfxqyxypxyxNxqyxypxyxMxyxNxyxM =+′+′′⋅++′+′′⋅+′′+′′

При цьому 
,0)()()( 111 =+′+′′ xqyxypxy       ,0)()()( 222 =+′+′′ xqyxypxy  

тому що y1(x) та y2(x) є розв’язки відповідного однорідного рівняння. Таким 
чином, одержуємо ще одне рівняння: 

                           ).()()()()( 21 xfxyxNxyxM =′′+′′                                       (2.11)      
Отже, залишається розв’язати систему: 

                                   



=′′+′′
=′+′

).()()()(
;0)()()()(

21

21

xfxyxNyxM
xyxNxyxM

                                   (2.12) 
Слід підкреслити, що остання система завжди має єдиний розв’язок , 

тому що її визначник не дорівнює нулю, оскільки є визначником Вронського 
двох лінійно незалежних функцій y1(x) та y2(x).  

 
 

Цим розв’язком системи (2.12) є похідні від шуканих функцій  M(x) та N(x). 
Залишається виконати інтегрування.  

Розглянемо приклад. 
Приклад.  Знайти загальний розв’язок рівняння: 
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.0
)()(
)()(

)(
21

21 ≠
′′

=
xyxy
xyxy

xW



.
sin

1
x

yy =+′′
 

 
Складемо характеристичне рівняння для відповідного однорідного: 

.;;01 21
2 ikikk −===+

 Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння є: 
,cossin 21 xCxCyo +=
 а загальний розв’язок неоднорідного рівняння будемо шукати у вигляді: 
.cos)(sin)( xxNxxMy +=
 Система (2.12) у даному випадку виглядає наступним чином:  







=′−′

=′+′

.
sin

1sin)(cos)(

;0cos)(sin)(

x
xxNxxM

xxNxxM

 
Розв’язавши систему, одержуємо:  

.1)(,
sin
cos)( −=′=′ xN

x
xxM

 
Інтегруючи, остаточно маємо: 

∫ +−=+== .)(,sinln
sin

)(sin)( 21 CxxNCx
x
xdxM

 
Таким чином, шуканим загальним розв’язком даного рівняння є функція: 
 

( ) ( ) .cossinsinln 21 xCxxCxy +−++=
  

3. ЗАДАЧІ НА СКЛАДАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ
  

 На практиці треба вміти не тільки розв’язувати диференціальні рівняння, 
але ще й складати ці рівняння. Розглянемо декілька прикладів. 
 
Приклад 1. Нехай розчиняють цукрозу у воді, причому, на початку реакції 
кількість  цукрози 0x , а за час t  розчинилося x . Обчислити, за який час 

розчиниться у воді вся цукроза. Оскільки швидкість розчинення 
dt
dx  вважають 

пропорційною різниці між концентрацією насиченого розчину і концентрацією 
в даний момент часу t , маємо: 

),( 0 xxk
dt
dx

−=  

де k  - певна стала величина.  
 Інтегруючи, одержуємо .ln 0 Cktxx +−=−  Довільну сталу С визначимо з 
умови: ,0)0( =x  тобто 

.ln 0xC =  
Отже,  
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,lnln 0000
ktexxxxktxx −=−⇒+−=−  

або                                         ).1(0
ktexx −−=  

 Для розчину всієї речовини x повинно дорівнювати  x0, це можливе лише  
при ∞→t . Отже, теоретично вся речовина ніколи не розчиниться, а практично 
вважають, що речовина розчинилася, коли її кількість стала менша за 0,001 
початкової кількості. З цих міркувань маємо для 0999,0 xx = : 

.1000001,0 =⇒=− ktkt ee  
Отже,  

,91,6
4343,0
3

lg
1000lg

≈==
e

kt  

або .91,6
k

t =  

Ось за такий час практично вся цукроза розчинилася у воді. 
 
Приклад 2. Згідно із законом Ньютона, швидкість, з якою тіло охолоджується у 
повітрі, пропорційна різниці між температурою тіла T  та температурою повітря 
A, тобто  

).( ATk
dt
dT

−=  

 
 Поклавши А = 200 С та знаючи, що за 20 хвилин тіло охолонуло від 1000 до 
600, обчислити, за який час температура тіла буде 300 С. 
 Інтегруючи наведене диференціальне рівняння, маємо: 
 

,lnln ktCeATCktATkdt
AT

dT
=−⇒+=−⇒=

−
 тобто  .ktCeAT +=  

 
 Згідно з умовою,  А = 20 при  t = 0, T = 100, а коли t = 20, то T = 60. Звідси 

одержуємо: 100 = 20 + С, тобто  С = 80,  60 = 20 + 80 ⇒ke20    .
2
1 20/1







=ke  

Остаточно                      Т = 20+80 .
2
1 20/t







   

 
 Тепер, щоб знайти відповідь на запитання, треба покласти Т = 300С. Маємо  
 

.60
2
1

2
1

2
1802030

20/320/

=⇒





=






⇒






⋅+= t

tt

 

Отже, t = 60 хв. 
 
Приклад 3. Вважаючи, що опір повітря прямо пропорційний швидкості тіла, 
дослідити падіння тіла в повітрі, тобто знайти закон його руху. 
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 На тіло діють дві сили: вага p = mg та сила опору f = bv. Отже, результуюча 
сила дорівнює F = mg - bv. Складаємо таке диференціальне рівняння руху: 

 
 

,bvmg
dt
dvm −=  тобто  ,

bvmg
mdvdt

−
=  

.)ln( Cbvmg
b
mt +−−=  

Коли ,0,0 == vt  таким чином, )ln(mg
b
mC =  і  

.ln
bvmg

mg
b
mt

−
=  

Далі, розв’язавши останнє рівняння відносно ν , дістанемо: 
( )kgtek

dt
dsv /1 −−⋅== , 

де .
b

mgk =  Інтегруючи, маємо: 

.1
/

2

Ce
g
kkts kgt ++= −  

Коли .0,0 == st  Отже,  

.
2

1 g
kC −=  

Остаточно одержуємо: 

( ) .1/








−+= − kgte

g
ktks  

 
Приклад 4. У процесі хімічної реакції деяка речовина перетворюється в іншу зі 
швидкістю, пропорційною кількості перетвореної речовини (припущення, за 
яке відповідають хіміки): 
 а) записати закон зміни кількості x(t) неперетвореної речовини у вигляді 
диференціального рівняння (коефіцієнт пропорційності α = const ); 
 б) записати закон зміни кількості x(t) неперетвореної речовини у вигляді 
аналітичної формули; 
 в) через 1 год від початку процесу кількість неперетвореної речовини 
становила 31,4 г, а через 3 год – 9,7 г; знайти x(t).  
 
  а) Очевидно, шукане диференціальне рівняння відносно функції x(t) буде 
мати вигляд: 

,, constx
dt
dx

== αα  

Причому,  x(0) = x0 . 
 б) Шукану аналітичну формулу одержимо, розв’язуючи  задачу Коші для  
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лінійного однорідного рівняння з п. а): 

1lnln Ctxdt
x

dx
+=⇒= αα ;)( 1

teCtx α=⇒   .)0( 01 xCx ==  

Остаточно маємо: .)( 0
textx α=  

 
в) З одержаної в б) формули маємо: 

.7,9)3(

;4,31)1(
3

0

0

==

==
α

α

exx
exx  

Поділимо друге рівняння на перше: 

.
4,31
7,9,

4,31
7,92 == αα ee  

Тому у цьому конкретному випадку  

5,56
7,9
4,314,314,310 === −αex (г). 

До речі, аналітична формула для x(t) має вигляд: 

.
4,31
7,9)( 0

t

xtx 







=  

Приклад 5. Кульку масою m кинули вертикально вгору із початковою 
швидкістю  0V . Опором повітря нехтуємо, вважаємо, що на кульку діє лише 
сила ваги. Скласти математичну модель задачі, дослідити її і дати відповідь на 
такі питання: 

1) у який момент часу від початку руху кулька досягне максимальної 
висоти ?maxx  

2) чому дорівнює ?maxx  
  
 Припустимо, що кулька рухається вздовж осі  Ox, напрямленої 
вертикально вгору, сила, яка діє на кульку, дорівнює mg ,тоді за другим законом 

Ньютона:                              .2

2

mg
dt

xdm −=  

Покладемо 

.,0)0( 00
0

VV
dt
dxx

t
t

===
=

=

 

Тоді математична модель задачі має вигляд такої задачі Коші: 

.,0)0(; 0
0

2

2

V
dt
dxxg

dt
xd

t

==−=
=

 

Звідси легко знайти аналітичний вираз для )(tx  та :maxx  

.
2

)(

;)(
2
1)(

2
00

maxmax

0
max

02
0

g
V

g
Vxtxx

g
Vt

g
VtgtxgttVtx

=







==

=⇒







−−=′⇒−=
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Приклад 6. Знайти рівняння кривої, що проходить через точку А(1,2), кутовий 
коефіцієнт дотичної до якої в кожній її точці дорівнює подвійній ординаті цієї 
точки. 
 
 Нехай рівняння шуканої кривої ).(xyy =  Цю функцію треба відшукати. 
Беремо на кривій довільну точку ),( yxM . Відомо, що кутовий коефіцієнт 
дотичної до кривої у точці ),( yxM дорівнює похідній функції )(xyy = , яка 
фіксується у точці дотику. За умовою задачі, для кожної точки ),( yxM шуканої 
кривої має місце рівняння  

).(2)( xyxy =′  
Відокремлюємо змінні та інтегруємо: 

.ln2ln222 2xCeyCxydx
y

dydx
y

dyy
dx
dy

=⇒+=⇒=⇒=⇒= ∫ ∫  

 Одержано загальний розв’язок рівняння. Відшукаємо тепер частинний 
розв’язок, тобто рівняння кривої, яка проходить через точку А(1,2). 
Підставляючи у загальне рівняння замість ),( yx  координати точки А(1,2), 
маємо: 

.22 22 −=⇒= eCCe  

Підставляючи знайдене значення С у загальний розв’язок, одержуємо шукане 
рівняння кривої: 

.22 2222 −− == xx eeey  

 
4. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ ОДНОРІДНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЗІ 

СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

 
 Системи лінійних однорідних рівнянь зі сталими коефіцієнтами мають 
вигляд: 









+=

+=

,

,

dycx
dt
dy

byax
dt
dx

 

де )(),( tytx  - невідомі функції, dcba ,,,  - сталі коефіцієнти. Найпростіший метод 
розв’язування полягає у зведенні системи до одного лінійного однорідного 
рівняння зі сталими коефіцієнтами другого порядку, використовуючи 
виключення однієї із невідомих функцій. Розглянемо дію методу на прикладі. 
 
Приклад 1. Знайти загальний розв’язок системи 
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+=

−=

.3

,3

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

  
 Із першого рівняння  .

3
1

3
1 x

dt
dxy +−=  Підставимо цей вираз у друге рівняння 

замість y , а замість 
dt
dy  його похідну по  t : .

3
1

3
1

2

2

dt
dx

dt
xd

dt
dy

+−=  Одержимо рівняння 

другого порядку відносно невідомої  x: 
 

 

.0102
3
1

3
13

3
1

3
1

2

2

2

2

=+−⇒+−=+− x
dt
dx

dt
xdx

dt
dxx

dt
dx

dt
xd  

 
Розв’язуємо це рівняння і, використовуючи зв’язок між x і y, одержуємо 
шуканий результат: 

⇒=+− 01022 kk  

( )

( )
).3cos3sin(

3sin3cos3cos33sin3sin33cos
3
1

3
1;3sin3cos3sin3cos;31

21

212211

21212,1

tCtCe

teCteCteCteCteCteC

x
dt
dxytCtCeteCteCxik

t

tttttt

ttt

−=

=−−++−−=

=





 −−=+=+=±=

 

2,1k  -  розв’язки характеристичного рівняння,  21, CC  - довільні сталі. 
Слід зауважити, що аналогічно можна розв’язувати системи лінійних 
неоднорідних рівнянь, зводячи їх до лінійних неоднорідних рівнянь другого 
порядку. Щодо останніх, то вони розглянуті вище.  

 
 

5.  ВАРІАНТИ  ІНДИВІДУАЛЬНИХ  ЗАВДАНЬ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
 

Розв'язати диференціальні рівняння (при наявності початкових умов знайти 
частинний розв’язок). 

 
Варіант 1 

1) 0)()( =−++ dyxyxdxxyy ,  1)1( =y   ;   2) xxyy =− '2 ,  0)1( =y  ; 

3) xyy 22' =−   ;    4) 2' xyyxy =+  ;   5) ;12 =′′′yy   6)   09" =− yy , 3)0( =y  1)0(' −=y  ; 

 7)  xxeyyy −=++ '2" , 1)0( −=y , 1)0(' −=y ;       8)  tgxyy =+"  . 
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Варіант № 2 

1) CosxSinydySinxCosydx =  ;  2) x
xyy +

=' ,  1)1( =y   ;  3) 4' +=+ xyxy ; 

4) 2)1()'(2 yexxyy x−=+ ;   5) ;63 yxctgy ′−=′′  6)   03'10"3 =++ yyy , 0)0( =y , 1)0(' =y ;  

7) 32'3"2 2 −=+− xyyy  ;   8) ctgxyy =+"  . 

Варіант № 3 
 

1) 1' =+xyy ,  0)0( =y  ;     2) ''22 xyyyxy =+ ,  4)3( =y   ;  3) 
xeyy −=+' ; 

4) 3)1('2 yxyy −=+ ;   5) ;134 =′′− yyy  6) 0'"6 =−− yyy ,  1)0( −=y  , 0)0(' =y   ;  

7)   16'4" 2 +=− xyy ,   2)0( =y  , 3)0(' =y  ;      8) 
x

eyyy
x

=+− '2"  . 

Варіант № 4 
 

1) xyy ln'= ,  1)( =ey  ;   2) 
22' yxxy +=  ,  1)1( =y  ;  3) 22' +=− x

x
yy  ; 

4) 
2)1(' yexxyy x−=+  ; 5) ;0)1(,2)1y(x, =′==

′
−′′ y

x
yy  

6)   0'10"25 =++ yyy ;   7) 
xeyyy 4'2" =+− ,  2)0( =y  ,  6)0(' =y  ;  

8)  
x

eyyy
x−

=++ '2"  .                          

Варіант № 5 

1) xx eyye =+ ')3(  ;    2) ''22 xyyyxy =+ ,  4)3( =y  ; 

3) xSintgxyy 2' =+ ,  2)0( =y  ;  4) 33' yxxyy =+ ;   5) ;0)( 2 =′′−′ yyy   

6)   025.6'5" =++ yyy ,  6)0( =y , 2)0(' =y ;   7) xeyyy 4'"6 =−−  ; 

8)  
Cosx

yy 1" =+  . 

 Варіант № 6 
 

1) '1 2 xyyy =+ ,  1)2( =y ;   2) 
x
yySinxyy += ' ,  

2
)1( π

=y ; 

29 



3) xxyxy 3' 3 +=+  ;  4) xyyxy ln' 2=+   ;  5) ;
2
1
y

y =′′  

6)   025.2" =+ yy ,  2)0( =y ,  1)0(' =y . 

7)   xCosyy 329" =+ ,  1)0( =y ,  3)0(' =y   ;  8) Sinx
yy 1" =+ . 

 
Варіант № 7 

 

1) ctgxyy )12(' += ,  0
2

=





 πy  ;    2) 0)32( =+− xdydxyx , 1)1( =y ; 

3) 32' x
x
yy =+  ; 4) 

23' xeyxyy −=−   ;   5) ;)1(2 ctgxyy −′=′′  

6) 049.0" =+ yy ,  1)0( −=y ,  0)0(' =y  ; 

7) xSinyyy 2812'4" =−+  ,  0)0( =y  ,  0)0(' =y  ;     8) 
2242" xexyy =− . 

 
Варіант № 8 

 

1) 0'ln =+ xyyy  ; 2) yxexy xy += /' ,  0)1( =y  ; 3) xxeyy 33' −=+ ,  0)0( =y  . 

4) xxyyxy ln' 2=+ ;  5) ;)(2 22 yyyy ′+=′′   

6)  0'2"2 =++ yyy ,  2)0( −=y ,  0)0(' =y  ; 

7) xCosyyy 2126'5" =++  ,  1)0( =y ,  6)0(' =y  ;  8) x

x

e
eyy
+

=−
1

'"  . 

 
Варіант № 9     

 

1) 0' =+ ytgxy  ,  2/1)0( =y   ;    2) y
x
yxSinxy +='  ; 

 3) Sinxxyxy 2' =− ,  π
π

=







2
y  ; 4) 0

1
' 2 =+

+
+ y

x
yy   ; 

 5) ;ln yxyx ′=′′     6) 0'2"5 =++ yyy ,  3)0( −=y , 0)0(' =y  ; 

7) xeyyy 32'" =−+ ,  0)0( =y  ,  
3
8)0(' =y   ;  8) 

xSin
yy

2
14" =+  . 
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Варіант № 10 
 

1) 0' =+xyy ,  4)2( =−y  ;    2) x
yxtgyxy =−'  ;  3) xeyy 22' =+ ,  e

y 1)0( =  ; 

4) 2' xy
x
yy −=−  ; 5) ;1)3(,0)3(,3 =−′=−=′′′ yyeyy y   6) 0'4"8 =+− yyy   ;  

7) 23'3" xxyy +=− ,  0)0( =y ,  3)0(' =y ;  8) xe
yy

+
=+

1
1'" . 

 
 

Варіант № 11 
 

1) e;y(0) ,ln 3 ==′⋅ yxyyx      2) 1;y(1) ,0)(2 ==−+ dyxxyydx  

3) ;2)0(,3 2 ==−′ − yeyy x      4) ;)1(
2
1

1
33 yx

x
yy +−=
+

+′    

 5 ;02 =′′+′ yyy  6) 15;(0)y ,0)0(y ,0294 =′==+′+′′ yyy  

7) ,39'6" 2 +−=+− xxyyy   
3
4)0( =y  , 

27
1)0(' =y  ;   7) .

2cos
14"

x
yy =+  

 
Варіант № 12 

 

1) ;0)1(2)1( 2 =+−+ dxexdyxe yy     2)  0;y(1) ,' =+=
−

x
yey x

y

  

3) ;
2

)1(,1'
2 eyey

x
y x ==+     4) ;2)1(,ln)'(2 2 =⋅=+ yyxyxy  5) ;)( 22 yyx ′=′′    

 6)  06'7" =++ yyy ;    7) ;0)0(,0)0(,sin109'6" =′==++ yyxyyy    

 8) ." 2 xtgyy =+  

Варіант № 13 
 

1) ;0)1( 22 =++ dyedxye xx
 2) ;0)1(,)( 22 =++= ydxyxyxdy  

3) ;5.0)1(,1' 2 ==− yxy
x

y  4) ;
2
1)0(,0'

23 ==+− − yeyxyy x  

 5) 1;(-3)y0,y(-3) ,3 =′==′′′ yeyy  

6)   02'2" =+− yyy ,  ,0)0( =y  ;1)0(' =y  
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7)  xeyy 36'9" =+ ,  0)0( =y ;  0)0(' =y  ;   8) .ln4'4" 2 xeyyy x−=++  

Варіант № 14 
 

1) ,' yexyy x+=   ;3)0( =y     2) ;'
x
yxtgyxy =−      3) ;0)(y,sin' ==− πxx

x
yy  

4) ;
1

48' 2 −
=−

x
xyyxy    5) ;0)0(,1)0(,2sin =′−==′+′′ yyxtgxyy  

6)  0'10"25 =+ yy ,  1)0( =y ,  ;2)0(' −=y  

7)  xyy 2'" −=− ,  ,0)0( =y  1)0(' =y  ;  8) .ln4'4" 2 xeyyy x−=++  

Варіант № 15 
 

1) dxedyey xx =+ )2(  ;  2) ,)( x
x
yarctgyyx =−′   ;0)1( =y    

 3)  ;
12

' 2x
arctgx

x
yy

+
=

+
+   4)  2' xy

x
yy −=+  ;  5) ;1=′+′′ yyx  

6)   02'7"3 =++ yyy  ,   1)0( =y ,  ;2)0(' =y  

7) ;cos22" xyyy =+′+     8) ." 2 xtgyy =+  

Варіант № 16 

1) ,1 2 ye
y

xyx x ′+
−

=′   ;)1( ey =  2) ,ln1 xxy
x

y =−′ ;2)2( =y    3) ;2')2( yxyyx +=−  

4) ;2)1(,
2
1' 2 ==+ yxyyxy    5)  ;022)1( 2 =+′−′′− yxyx  

6)   0" =+ yy ,  ,1)
2

( =
πy   ;0)

2
(' =
πy  

7) ,254 2 xexyyy =+′−′′   2)0( =y , 3)0(' =y  ;   8) .
3cos

19"
x

yy =+  

Варіант № 17 
 

1) ,2' yxy −=   ;1)1( =y    2) ;lncos
x
yyyx =′   3) ;36)2(y ,52' 22 =+=− xx

x
yy   

 4) );1(44' 3423 xeyyxy x −=+    5) ;0)(2 3 =′+′′ yyy  

6) ;0)0(,0)0(,025"9 =′==+ yyyy   7) 1;(0)y5,y(0) ,1025'10" 5 =′==+− xeyyy   

 8) .
1

123"
+

=+′+ xe
yyy  
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Варіант № 18 
 

1) ;62 22 xdxdyyxydydxxy −=−    2) ,ln'
x
y

x
yy = ,  ;1)( =ey   

3) ;
sin1
1

cos
' 22 xx

yy
−

=+   4) ;1)0(,sin
2
1' 2 ==+ yxyyy    5) ;1)0(,0)0(,2 4 =′==′′ yyey y  

6) ;02'"9 =−− yyy     7) ;0)0(,1)0(),sin(cos4'2" =′=+=+− yyxxyyy    

 8) .
sin

1" 3 x
yy =+  

Варіант № 19 

1)    ;5.0)1(,' 2 ==+ yyyxy   2)   ;0)()2( 22 =−++ dyyxdyyxx    

3)   ,
1

11'
2x

y
x

y
−

=+   ;2)1( =y       4)   ;02')1( 22 =−−− xyxyyx     

5) ;
2

1
y

y =′′      6) ;8)0(,8)0(y ,7)0(,0'4" =′===+ yyyy  

7) ;cos22sin45'2" xxyyy +=++     8) ;2"
x

eyyy
x−

=+′+  

Варіант № 20 
 

1)  ,0')1( 2 =++ xyyx ;2)2( =y    2)   ;
4

)1(,2sin' π
==− y

x
yyxy  

3)  ;5cossincos' xxyxy =−    4) ;
4
9)0(,' 2 ==+ yyeyy

x

   5) ;)(1 2yyyx ′+=′′′  

6)  ;02'"9 =−− yyy     7) ),2(3'3" 2xyy −=−   0)0( =y ,  ;1)0(' =y    

 8) .'2"
x

eyyy
x

=+−  

Варіант № 21 
 

1) ;)( ydxdyxxy =−    2) ;0)1(,cos' =+= y
x
yxyxy  3) ;2sincossin 2 xxyxy =+′   

  4) ;1)0(,22' 33 ==+ yyxxyy    5)  ;14 43 −=′′ yyy  6) ,0" =+ yy  ,1)
2

( =
πy   ;0)

2
(' =
πy  

7) ;)('" 2 xexxyyy +=++    8) ." 2 xtgyy =′+  
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Варіант № 22 
 

1) ;1)
2

(,0)1(cos ==−+
πydyxySinxdx     2) ,0)2( 22 =+− dyxdxxyy   ;2)1( =y    

3) ;5ln
3

1' x
x

yy =
+

⋅+    4) ;04' 2 =−− xyxyy     5) ;)( 22 yyx ′=′′   

6) ,02'3" =++ yyy    ,1)0( =y   ;1)0(' −=y   

 7) ;cos3sin10'3" xxyyy +=−−    8) .4" tgxyy =+  

Варіант № 23 
 

1) ;)0(,lncos' eyyyxy ==    2) ;')2( 22 yxyxyxy +=+    3) ;0)1(,
)2(

1' 2 =
−

=− y
x

xy
x

y  

4) ;
1

' 2 −
=−

x
xyyxy    5)   ;1)0(,0)0(,22)1( 32 =′==′+′′+ yyxyxyx   

6) ,013'6" =++ yyy   ,0)
2

( =
πy     ;1)

2
(' =
πy      6) ;15162412'7" 2 −+=++ xxyyy   

  8) .
1

1'"
+

=− xe
yy  

Варіант № 24 
 

1) ;)3(2 22 dxyydyx +=    2)  ;2)1(,4 2 =





++=′ y

x
y

x
yy   3) ;sin' 3 xyctgxy =⋅−  

4) ;ln2' 2 xyyxy =+    5)  ;1)0(,1)0(,0221( )2 =′==+′+′′+ yyyxyx  

6) ,010'2" =++ yyy   ,2)0( =y   ;1)0(' =y  

7) ,16'2" xeyyy =+−   ,1)0( =y   ;2)0(' =y    8) ;13'2" +=++ − xeyyy x  

Варіант № 25 

1) ;12 xydydxy =+     2) ;)'( x
x
yctgyxy =−     3) ,coscos' xyxy =⋅+   ;3)0( =y   

  4) ;3)1(,ln)'(3 2 ==+ yxyyxy   5)  ;1)0(,1)0(,0
1

2
1
2

22 =′==
−

+
−

′
−′′ yy

xx
yxy  

5) ,0'4" =+ yy   7)0( =y ,  ;8)0(' =y  

6) ;4cos6512'8" xyyy −=+−     8) .
3sin

19"
x

yy =+  
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Варіант № 26 
 

1) ;
4

)0(,cossin)1( 3 π
==′⋅− yyeyye xx    2) ;1)0(,0)2( 22 ==+− ydyxdxxyy    

3) ;5)1(,ln1' ==− yxy
x

y   4) ;
cos
22' 2 x

y
y

x
y =+    5)  ;1)

4
(,0)

4
(,1 −=′=+′=′′ ππ yyytgxy  

6)  ,0353"2 =−′− yyy   1)0( =y ,  ;5)0(' =y  

7) ;41616" xCosyy =+    8) .1" 3 xSin
yy =+  

 
Варіант № 27 

 

1) ,0'3 2 =+′− xyxy   ( ) ;05 =y    2) ,0)2sin( =+− dx
x
yyxdy  ;

4
)1( π

=y  

3) ;5cossincos' xxyxy =−    4)  1;y(1),3ln' 2 ==+ xyyxy   5) ;1+=′+′′ xyyx  

6) ,027"3 =+′+ yyy   ,1)0( =y   ;2)0(' =y  

7) ,112'13" −=+− xyyy   ,3)1( =y   ;2)1(' =y   8) .
1

2" 2 −
=+′+

−

x
eyyy

x

 

Варіант № 28 
 

1) ;2)0(,3')2( 2 =−=+ yyyyxy   2) ;1)1(),2('2 223 =−= yyxyyx  

3) ;
1

arcsin
1

1'
2x

xy
x

y
−

=
−

+  4) ;1)0(,sin
3
2' 4 =⋅−=⋅− yxytgxyy    

5)   ;0)1(,2)1(,2 =′==′−′′ yyxyyx   6) 0'4"2 =++ yyy ,  ,0)
2

( =
πy   ;1)

2
(' =
πy  

7) ,8sin2864" xxCosyy +=+   ,0)0( =y   ;0)0(' =y    8) .
sin

1" 3 x
yy =+  

Варіант № 29 
 

1) ,0'3 2 =+′− xyxy ;0)5( =y  2) ,cos' y
x
yxxy +=  ;

2
)1( π

=y   

3) ;cos'sin 2 xtgyxyx =⋅+⋅    4) ;)54(5'3 4yxyxy −=+     

5) ;0
1

2
2 =′

+
−′′ y

x
xy    6) ,0" =+ yy   ,2)0( =y   ;0)0(' =y  

7) ,2'" xyy =−   0)0( =y ,  ;2)0(' =y    8) .1" 2 xSin
yy =+  
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Варіант № 30 
 

1) ;1)2(,0
1

4' 2 ==
−

− y
x

xyy      2) ;1)1(),ln1('
e

y
x
yyxy =+=   3) ;cos' 3 xytgxy =⋅+    

4) ;1)0(,)1()'( 2 =−=+⋅+ yyxyy    5) ;1ln +′=′′ yxyx   6) ;034'6" =+− yyy  

7)  261'4" xyy +=− ,  ,2)0( =y   ;3)0(' =y     8) .sin'" 2 xx eeyy ⋅=−  
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