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1. Векторная алгебра. Задачи. 

 

1.1 Векторы, основные понятия и определения, 

действия над векторами. 

 

1. Задайте на плоскости три произвольных вектора cba ,, .  

Постройте векторы: a⋅− 3 ,  ba ⋅− 2 , cba +⋅−⋅
2
12 , 

cba ⋅−−− 2 . 

2. Найти длину и направление вектора BA , если A(2,1,-4), 

B(1,2,-3). 

3. Найти длины сторон и медиан треугольника АВС, если 

известны координаты его вершин А(0,1,-1), В(1,-2,2), 

С(2,3,1). 

4. Даны векторы kjia ⋅−+⋅= 42 , b {1,-1,2}. Определить длину 

и направление вектора bac ⋅−= 3 . 

5. Найти координаты вектора DCBAa −= , если А(0,-1,1), В(2,-

1,1), С(-2,-1,1), D(1,5,-3). 

6. Треугольник АВС задан координатами вершин А(1,2,3), 

В(3,2,1), С(1,4,1). Показать, что он – равносторонний. 

7. Определить точку В, с которой совпадает конец вектора 

kjia ⋅−+⋅= 42 , если его начало совпадает с точкой  

А(2,-1,-1). 
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8. Найти длину вектора bас −⋅= 2  , если kjia +⋅−⋅= 23 , 

kjib ⋅−⋅−= 23 . 

9. Может ли вектор образовывать с осями координат X, Y, Z 

углы 450, 600, и 1200 соответственно? 

10. Найти начало А вектора kjia +⋅−⋅= 23 , если его конец 

совпадает с точкой В(-1,1,3). 

11. Даны два вектора a {х,1,8} и b {3,0,9}. Найти 

неизвестную координату х вектора a , если известно, что 

ba = . 

12. На оси ординат найти точку, равноудалённую от точек 

А(1,-3,7) и В(5,4,-5). 

 

1.2 Проекции вектора, условия параллельности 

и перпендикулярности. 

 

1. Коллинеарны ли векторы kjia ⋅−+⋅= 42  и c {-1,1/2,2} 

2. Проверить, что четыре точки А(3,-1,2), В(1,3,-2), С(-2,1,-1), 

D(2,-7,7) служат вершинами трапеции и найти длину 

меньшего основания. 

3. Даны три единичных вектора cba ,, , которые составляют с 

осью Х углы πππ ,3/2,3/ ⋅  соответственно. Найти проекцию 

на ось вектора cbad −⋅+⋅= 23 . 
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4. Найти Прх( dcba +++ ), если 5=a , 6=b , 8=c , 11=d , а 

углы, которые составляют векторы dcba ,,,  с осью Х, 

соответственно равны 0, 3/2 π⋅ , π , 3/π . 

5. Найти Прb a , если kjia ⋅++⋅= 54 , kjib ⋅+−⋅= 22 . 

6. Даны точки А(0,-1,2), В(1,3,-1), С(1,-1,1), D(2,1,-2). Будут ли 

вектора DA  и CB  взаимно перпендикулярны? 

7. Даны два вектора kjia +⋅+⋅= α2  и kjib ⋅+⋅−⋅= β63 . При 

каких значениях βα ,  векторы a  и b  коллинеарны? 

8. Доказать, что треугольник АВС – прямоугольный, если 

известны координаты его вершин А(2,-1,3), В(1,1,1), 

С(0,0,5). 

9. При каком значении λ  векторы kjia ⋅+⋅−⋅= 25λ  и 

kjib ⋅−⋅+= 32  взаимно перпендикулярны? 

10. Вектор a  коллинеарен вектору b (2,-1,1). Определить 

координаты вектора a , если известно, что 18=⋅ ba . 

11. Найти единичный вектор того же направления, что и 

вектор kjia ⋅+⋅+= 22 . 

12. Вычислить: 2)2()3()2( kikkjjji ⋅−+⋅⋅−+⋅−⋅ , 

)2(3)2(3 kikkji −⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅ , 222 )()()( jijkki −+−+− . 
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1.3 Скалярное произведение двух векторов, его приложения. 

Разложение вектора по базису. 

 

1. Найти угол между векторами a  и b , если jia +−= , 

kjib +⋅−= 2 . 

2. Определить, являются ли вектора a (1,0,-2) и b (2,-1,0) 

линейно зависимыми? 

3. Найти скалярное произведение векторов: kjia +⋅+⋅= 32  и 

kjib ⋅+−⋅= 22 . 

4. Найти скалярное произведение векторов a  и b , если       a {-

1,1,-4}, 4=b , а угол между ними 600. 

5. Найти )2()35( baba +⋅⋅⋅−⋅ , если 2=a , 3=b . Векторы a  и 

b  перпендикулярны. 

6. Разложить вектор a {8,2} по базису, образованному 

векторами p  ({2,-2} и q {1,3}. 

7. Разложить  вектор a {2,-4,11} по базису, образованному 

векторами 1е {2,0,0}, 2е  {0,3,0} и 3е {0,-1,2}. 

8. Найти угол между диагоналями параллелограмма, 

построенного на векторах jia +⋅= 2  и kib +⋅−= 2 . 

9. Найти угол при вершине А в треугольнике АВС, если А(2,-

2,3), В(1,1,1), С(0,0,6). 
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10. Найти Пр ba ⋅− 2 ( ba ⋅+ 3 ), если kjia ⋅++⋅−= 23  и 

kjib ⋅+⋅−= 23 . 

 

Примеры решения задач по векторной алгебре. 

1. Найти длину и направление вектора СВ , если В(2,1,-1), 

С(3,-2,1). 

Решение. 

Вычислим координаты вектора СВ , для чего вычтем из 

координат конца вектора (точка С) соответствующие 

координаты начала вектора (точка В): СВ (3-2,-2-1,1- -1). 

Имеем СВ (1,-3,2). Для определения длины воспользуемся 

формулой: 222 zyxd ++= , где x, y, z – соответствующие 

координаты. Тогда  222 2)3(1 +−+=BCd ; 14=BCd . 

Чтобы определить направление вектора, вычислим 

направляющие косинусы по формулам: CB
x

=αcos ; 

CB
y

=βcos ; CB
z

=γcos . Для нашей задачи: 14
1cos =α ; 

14
3cos −

=β ; 14
2cos =γ . 
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2. Даны векторы kjia ⋅−⋅+⋅= 423 , b {-1,2,3}. Определить 

длину и направление вектора bac ⋅+⋅= 32 . 

Решение. 

Определим координаты вектора c . Координаты 

}8,4,6{)}4(2,22,32{2 −=−⋅⋅⋅=⋅a , }9,6,3{}33,23),1(3{3 −=⋅⋅−⋅=⋅ b . 

Тогда }1,10,3{}98,64,36{ =+−+−=c . Длина c : 

1101103 222 =++=cd  

110
3cos =α ; 110

10cos =β ; 110
1cos =γ . 

3. Может ли вектор образовывать с осями координат X, Y, 

Z углы 900, 450, и 600 соответственно?     

Решение. 

Проверяем формулу: 1coscoscos 222 =++ γβα .Если 

выполняется – значит, вектор может образовывать данные 

углы. Для нашей задачи: 

1
4
3

4
1

4
20

2
1

2
2060cos45cos90cos

22

2222 ≠=++=





+








+=++ . Вектор 

не может образовывать такие углы. 

 

4. Даны точки А(1,1,0), В(1,0,-1), С(0,1,-1), D(-2,-1,3). 

Будут ли вектора CA  и DB  взаимно 

перпендикулярны?  
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Решение. 

Сначала определим координаты векторов CA  и DB . 

Имеем: CA ={0-1,1-1,-1-0}={-1,0,-1}, DB ={-2-1,-1-0,3-(-1)}={-

3,-1,4}. Условием перпендикулярности является равенство 

нулю скалярного произведения, то есть 0=⋅ DBCA . 

Проверяем данное равенство: 

0434)1()1(0)3()1( ≠−=⋅−+−⋅+−⋅−=⋅ DBCA . Ответ: данные 

векторы не перпендикулярны. 

 

5. Векторы a {1,0,0}, b {1,1,0}, c {1,1,1} образуют базис в 

пространстве. Найти координаты вектора kid −⋅= 2  в базисе 

a , b , c . 

Решение. 

Произвольный вектор d  можно разложить в базисе a , b , c  

следующим образом: cbad ⋅+⋅+⋅= γβα . При этом получим: 

}1,1,1{}0,1,1{}0,0,1{}1,0,2{ γβα +⋅+⋅= , или 

},,{}1,0,2{ γγβγβα +++= . 

Приравнивая соответствующие координаты векторов, 

имеем:








−=
=+

=++

1
0

2

γ
γβ

γβα

; решая представленную систему 

уравнений, получаем 2=α , 1=β , 1−=γ . Таким образом, 
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вектор d  в новом базисе имеет координаты d {2,1,-1}, а его 

разложение в базисе a , b , c  записывается в виде: 

cbad −+⋅= 2 . 
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2. Аналитическая геометрия на плоскости 

 

2.1 Уравнения прямой на плоскости. 

Расстояние между точками. 

 

1. Уравнение 0543 =−⋅+⋅ yx  привести к уравнению прямой в 

отрезках, уравнению прямой с угловым коэффициентом. 

2. Уравнение 4
3
2

+⋅−= xy  привести к общему уравнению 

прямой, к нормальному уравнению прямой. 

3. Построить прямую, отсекающую на оси У отрезок b=-2 и 

составляющая с осью Х угол: а) 450; б) 1350. 

4. Построить прямую, проходящую через начало координат и 

через точку А(-2,5), написать её уравнение. 

5. Определить параметры к и b для каждой из прямых: а) 

0752 =+⋅−⋅ yx ; б) 012 =+⋅− yx ; в) 0=−− yx ; г) 075 =−⋅ x ;  

  д) 015 =−⋅ y ; е) 1
34

=+
yx

. 

6. Лежат ли точки А(-2,3), В(3,-1), С(-1,1), D(2,-3) на прямой 

023 =⋅−⋅− yx , находятся «выше» или «ниже» её? 

7. Определить точку пересечения прямых линий 132 =⋅−⋅ yx , 

23 =−⋅ yx . 

8. Написать уравнения прямых, проходящих через точки  
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А(-1,4), В(2,-1); С(-3,1), D(-2,-3). 

9. Написать уравнение пучка прямых, проходящих через точку 

А(-3,4). Выбрать из этого пучка прямые, составляющие с 

осью Х углы: а) 450; б) 600; в) 1350; г) 00, построить их. 

10. Дан треугольник с вершинами А(-4,1), В(2,3), (4,-2). 

Написать уравнения сторон треугольника, найти длины 

сторон. 

11. Для треугольника (задача 9) написать уравнения медиан, 

найти их длины. 

12. Построить треугольник, стороны которого заданы 

уравнениями 04 =−+ yx , 03 =−⋅ yx , 83 =⋅− yx . 

 

2.2 Угол между прямыми, условия  

параллельности, перпендикулярности прямых. 

Расстояние между прямой и точкой. 

 

1. Определить угол между прямыми: а) 32 +⋅−= xy  и 

1
3
2

+⋅= xy ; б) 042 =−+⋅ yx  и 043 =+⋅+− yx ; в) 04 =+x  и 

65 +⋅−= xy . 

2. Среди прямых 0723 =+⋅−⋅ yx , 0946 =−⋅−⋅ yx , 

0546 =−⋅+⋅ yx , 0632 =−⋅+⋅ yx  указать параллельные и 

перпендикулярные. 
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3. В точках пересечения прямой 0423 =−⋅−⋅ yx  с осями 

координат восстановлены перпендикуляры к этой прямой. 

Написать их уравнения. 

4. Написать уравнения прямых, проходящих под углом 450 к 

прямой xy ⋅−=
5
25 . 

5. Дан треугольник с вершинами А(-2,1), В(-1,3), С(5,-2). 

Написать уравнения высот треугольника, найти их длины. 

6. Написать уравнение прямой, которая проходит через начало 

координат и: а) параллельна прямой 0352 =−⋅+⋅ yx ; б) 

перпендикулярна прямой 0533 =+⋅−⋅ yx . 

7. Найти угловой коэффициент прямой 5+⋅= xкy , если 

известно, что она удалена от начала координат на 

расстояние 5=D . 

8. Доказать, что треугольник с вершинами в точках А(0,0), 

В(3,1), С(1,7) – прямоугольный. 

9.   Найти длину высоты трапеции, если известны уравнения 

оснований трапеции: 0723 =+⋅−⋅ yx , 0946 =−⋅−⋅ yx . 

10. Дан треугольник с вершинами А(-1,1), В(-3,4), (2,-2). 

Найти длину высоты ВК треугольника. 
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Примеры решения задач по аналитической 

геометрии на плоскости. 

 

1. Уравнение прямой 0543 =−⋅−⋅ yx  привести к 

нормальному виду, получить уравнение прямой в отрезках и 

уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

Решение. 

а) Нормирующий множитель: 5
1

43

11
222

=
+

+=
+

±=
BA

µ . 

Умножая на него все слагаемые общего уравнения прямой, 

получаем: 01
5
4

5
3

=−⋅−⋅ yx . Для данной прямой, следовательно, 

имеем: 1=ρ , 5
3cos =α , 5

4sin −=α . 

б) Для получения уравнения прямой в отрезках переносим 

свободный член вправо, и делим на него всё уравнение: 

543 =⋅−⋅ yx , 1
5
4

5
3

=⋅−⋅ yx , 1
4

5
3

5
=

−
+

yx
; 

в) Чтобы получить уравнение прямой с угловым 

коэффициентом, выразим из общего уравнения прямой у: 

yx ⋅=−⋅ 453 , 4
5

4
3

−⋅= xy . 
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2. Определить точку пересечения прямых: 0132 =−⋅−⋅ yx  

и 0132 =−⋅−⋅ yx . 

Решение. 

Решая уравнения совместно, умножим второе на 3: 

0132 =−⋅−⋅ yx , 0639 =−⋅−⋅ yx . 

Вычитая, получим: 057 =−⋅ x , откуда 7
5

=x . Умножая первое 

уравнение на 3, второе на 2 и вычитая из первого второе, 

получим: 017 =−⋅ y , откуда 7
1

=y . Итак, координаты точки 

пересечения данных прямых: 7
5

=x , 7
1

=y . 

 

3. Составить уравнение прямой линии, проходящей через 

точку пересечения прямых 0132 =−⋅−⋅ yx  и 0132 =−⋅−⋅ yx  

перпендикулярно прямой xy = . 

Решение. 

Из предыдущей задачи (4.2) находим координаты точки 

пересечения: 7
5

=x , 7
1

=y . В силу условия перпендикулярности 

искомой прямой к прямой xy = , её угловой коэффициент 

1−=k . Следовательно, уравнение прямой линии 

будет: 





 −⋅−=−

7
51

7
1 xy , или 7

5
7
1

+−=− xy , или 5717 +⋅−=−⋅ xy , 

откуда: 0677 =−⋅+⋅ yx . 
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4. Составить уравнение прямой линии, проходящеё через 

точки А(1,2) и В(-1,1). 

Решение. 

Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через 2 

заданные точки: 
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−

. Для нашей задачи: 11
1

21
2

−−
−

=
−
− xy , 

откуда: 2
12 −

=−
xy ; окончательно 032 =+⋅− yx . 

 

5. Дан треугольник с вершинами А(1,-1), В(0,3), С(5,-2). 

Написать:  

а) уравнения высоты ВМ треугольника и её длину; 

б) угол при вершине С; 

с) уравнение прямой, проходящей через точку М параллельно 

ВС. 

Решение. 

а) Высота ВМ проведена из вершины В перпендикулярно к 

прямой АС, поэтому необходимо написать уравнение прямой 

АС. Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через 2 

заданные точки: 
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−

. Для нашей задачи: 15
1

12
1

−
−

=
+−

+ xy , 

откуда: 4
1

1
1 −

=
−
+ xy . Уравнение прямой АС: 034 =+⋅+ yx . 
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Угловой коэффициент данной прямой 4
1

−=ACk . Из условия 

перпендикулярности, 41
=−=

AC
BM k

k . Воспользуемся 

уравнением пучка прямых: )( 00 xxkyy −⋅=− . Подставляя 

вместо k  - BMk , вместо 00 , yx  - координаты точки В, получим: 

)0(43 −⋅=− xy , окончательно уравнение ВМ: 034 =+⋅+ yx . 

Длину высоты ВМ можно определить как расстояние от точки 

В до прямой АС по формуле: 
22

00

BA

CyBxA
d

+

+⋅+⋅
= . Здесь А,В,С – 

коэффициенты из уравнения ВМ, 00 , yx  - координаты точки В. 

17
4

)1(4

33104
22

=
−+

+⋅−⋅
=d . 

б) Для определения угла при вершине С необходимы угловые 

коэффициенты прямых АС и ВС. Нам известен 4
1

−=ACk , для 

определения BCk  запишем уравнение ВС: 05
0

32
3

−
−

=
−−

− xy , или 

55
3 xy

=
−
− . Уравнение ВС: 03 =−+ yx , 1−=BCk . Тангенс угла 

можно найти по формуле: 1

4
3
4
3

)1(
4
11

4
11

1 21

12 −=
−

=
−⋅






−−

+−
=

⋅−
−

=
kk

kktgϕ . 

Для определения острого угла между прямыми необходимо 

взять тангенс по модулю. Тогда: 045=ϕ . 
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с) Данный пункт задачи решается с использованием уравнения 

пучка прямых, поэтому необходимо определить координаты 

точки М. Это достигается решением совместно уравнений 

прямых АС и ВМ: 034 =+⋅+ yx  и 034 =+⋅+ yx . В результате 

решения, получаем: 





 −−

17
9,

17
15M . В уравнение пучка прямых 

)( 00 xxkyy −⋅=−  подставляем 1−== BCkk  в силу 

параллельности прямых, 00 , yx  - координаты точки М. Имеем 

следующее равенство: 





 +−=+

17
15

17
9 xy , или 0

17
22

=−+ yx . Задача 

решена. 
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3. Предел функции 

3.1. Непосредственное вычисление пределов 

 

1. 912321lim3lim)13(lim 2

2

2

2

2

2
=−⋅+=−+=−+

→→→ xxx
xxxx ; 

2. π
π

ππ
ππ

πππ
=−⋅=−⋅=−

→→→
)

2
sin()

2
sin(limlim)

2
sin(lim xxxx

xxx ; 

3. 2
3

4
6

31
51

3)1(
5)1(

)3(lim

)5(lim

3
5lim 3

2

3

1

2

1
3

2

1
−=−=

−−
+

=
−−
+−

=
−

+
=

−
+

−→

−→

−→ x

x

x
x

x

x

x ; 

4. 
∞=







=

−→ 0
1

1
lim

1 x
x

x ; 

Найти пределы самостоятельно: 

1. )1
4

13(lim
3

0
+

−
+−

→ x
xx

x ; 

2. 1
3lim 24

3

3 ++
−

→ xx
x

x ; 

3. )2cos1(lim
4

xx
x

−
→

π ; 

4. 
)2)(1)(4(

2
4lim −+−

→

ttt

t ;  

5. )1(lim
1

−
→

xctg
x . 
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3.2 Раскрытие неопределённостей типа 0/0 

 

;321

21lim2lim
)1(

)2)(1(lim2lim.1
1112

2

1

=+=

=





 +=

+
=

−
+−

=
−

−+
→→→→ xx

x
xx

xx
xx

xx
xxxx  

;16
9

153
152

13
12lim

))(5(3
))(5(2

lim
5143
5112lim.2

5
3
1
2
1

52

2

5

=
+⋅
−⋅

=

=
+
−

=
+−
−−

=
−−
+−

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx

 

;
3
2

11)1(
11

1
1lim

)1)(1(
)1)(1(lim

1
1lim.3

2

21213

2

1

−=
++−

−−
=

=
+−

−
=

+−+
+−

=
+
−

−→−→−→ xx
x

xxx
xx

x
x

xxx

 

;
2
1

11
1lim

)11(
11lim

)11(
)11)(11(lim11lim.4

0

000

−=
++

−
=

=
++

−−
=

++

+++−
=

+−

→

→→→

x

xx
x

xx
xx

x
x

x

xxx

 

Самостоятельно найти следующие пределы: 

1.   ;
4

2lim 22 −
−

→ x
x

x              2. ;
1
2)1(lim 21 −

−−
→ x

xx
x   

3. ;
156

18lim 2

3

2
1 +−

−
→ xx

x
x      4.  








+−

−
−→ 23

1
)2(

1lim 222 xxxxx ;               

5. ;11lim 20 x
x

x

−+
→              6.  ;

11
lim

0 tgx
tgx

x +−→                 
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7. ;
cos1

sinlim 3

2

x
x

x +→π                8. ;
1
1lim

31 x
x

x −
−

→          

9. h
xhx

h

−+
→0

lim ;        10.  ;
2cos
sincoslim

4
α

αα
π

α

−
→           

11. .
11

1lim
21 pp

p
p ++−

+
−→              

 

3.2. Раскрытие неопределённостей типа  ∞/∞ 

 

=
++

−+
=

++

−+
=

++
−+

∞→∞→∞→ 3
3

lim
)3(
)3(

lim
31
31lim.1

11

11

113

113

32

3

3

23

3

23

xx

xx
x

xx

xx
xx x

x
xx
xx

 

     
;1

300
300

)3(lim

)3(lim
11

11

3

23

−=
++
−+

=
++

−+
=

→∞

→∞

xxx

xxx

 

=
+−

+
=

=
+−

+
=

+−
+

∞→

∞→∞→

)1(
3

lim

)1(
)3(

lim
43

13lim.2

42

2

42

2

432

1

434

12

24

2

xx

x

x

xx

x

xx

x

x
x

xx
x

 

;0
001

030
1

3
limlim

42

2

2 43

1
1 =

+−
+

⋅=
+−

+
⋅=

∞→∞→
xx

x

xxx  
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;
6

8
lim

)6(
)8(

lim
156

18lim.3

2

3

2

3

15

1

152

13

2

3

∞=










+−

−
⋅=

=
+−

−
=

+−
−

∞→

∞→∞→

xx

x

x

xx

x

xx

x

x
x

xx
x

 

=
+

+
=

=
+

+
=

+
+

∞→

∞→∞→

)1(
1

lim

)1(
)1(

lim
1

lim.4

1

3 1

1

3 123 2

3
2

x

x

x

x

x

xx

x
x

x
x

x
xx

   

;0
01
010

)1(
1

lim1lim
3

1

3 1

3
1

=
+
+

⋅=
+

+
⋅








=

∞→∞→
x

x

xx x  

 

Решить самостоятельно: 

1.  1100001.0
31000lim 34

23

+−
+

∞→ xx
xx

x ;         2. 







−

+∞→
x

x
x

x 1
lim 2

3

 

 

3.  







+

−
−∞→ 1212

lim
2

2

3

x
x

x
x

x ;     4.   xxx
xx

x −+

++
∞→ 4 3

2 1lim ; 

 

5. 12
12lim

+
−

∞→ n

n

n ;              6.   12
12lim

+
−

−∞→ n

n

n   ;       
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7.   
n

n

n
3
1

9
1

3
1

2
1

8
1

4
1

2
1

...1
...1

lim
++++

+++++
∞→ ; 

8.   2

...321lim
n

n
n

++++
∞→ ; 

 

9.   ( )xaxlim
x

−+
∞→ ;   

10. ( )xxx
x

−+
±∞→

1lim 2
 



 24

3.3. Первый замечательный предел 

 

1. 113
3

3sinlim3
3

3sin3lim
0
03sinlim

000
=⋅==

⋅
=







=

→→→ x
x

x
x

x
x

xxx ; 

2. 5
211

5
2

5sin
5lim

2
2lim

5
2

5
2

5sin
5

2
2lim

5sin
2lim

0000
=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=

→→→→ x
x

x
xtg

x
x

x
xtg

x
xtg

xxxx ; 

3. 2
1

4
1112

4
1

22

2
sin

2
sin

lim22
sin2

lim
0
0cos1lim

02

2

020
=⋅⋅⋅=⋅

⋅

⋅
==







=

−
→→→ xx

xx

x

x

x
x

xxx ; 

4. 3
21

3
2arcsinlim

3
2

3
arcsin2lim

00
=⋅=⋅=

→→ x
x

x
x

xx . 

 

Самостоятельно найти пределы функций: 

1. x
x

x 2sin
3sinlim

0→ ;                    2.  x
x

x 6cos1
3lim

2

0 −→ ; 

3.   x
xxtg

x 5cos1
5lim 20 −→ ;             4.  xx

x
x 4sin3

8cos1lim
0

−
→ ; 

5.  xx
x

x 2sin
cos1lim

3

0

−
→ ;                6. x

x
x 20 sin

cos12lim +−
→ ; 

7.  x
xx

x 2cos
sincoslim

4

−

→
π ;           8.  






 −

→
ctgx

xx sin
1lim

0 . 
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3.4. Второй замечательный предел 

 

1. { }
e

e
xx

x

x

x

x

1)1(1lim111lim 1

1

==



















−
+==






 − −

−−

∞→

∞

∞→ ; 

2. { } 15
15

15

5

)3(5

5
3 151lim51lim151lim

e
e

xxx

x

x

x

x

x

x
==




















 +=




















 +==






 + −

−

∞→

−⋅

∞←

∞−
−

∞→ ; 

3. ( ) { } ( )[ ] 44
3
1

0

4

0
)3(1lim131lim exx x

x
x

x
=−+==− ⋅

−
→

∞

→ ; 

4.   =







−
+=






 −

−
+

+=




















∞
∞

=







−
+

∞→∞→

∞

∞→

x

x

x

x

x

x xx
x

x
x

1
21lim1

1
11lim

1
1lim  

2

1
1

2

2
11

2

2
11

2

2
1

1
21lim

1
21lim

1
21lim e

xxx
x

x

x

x
x

x

x

x
xx

x
=






















−
+=






















−
+=






















−
+=

−
−

∞→

−−

∞→

⋅
−−

∞→  

 

Самостоятельно найти следующие пределы: 

1. ( )x
x

x
2

0
41lim +

→ ;        2.    

3

3

21lim
x

x x






 +

∞→ ; 

3.  

mx

x x
k







 +

∞→
1lim ;                  4.    

12

2
1lim

−

∞→








−
+ x

x x
x

 

5.  x
xxa

x

ln)ln(lim
0

−+
→ ;          6.  ( ) ecx

x
x cos

0
sin1lim +

→ . 
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4. Нахождение производных функции 

 

4.1. Непосредственное нахождение производных. 

Производная сложной функции 

;52)4()(5)(;45.1 22 −=′+′−′=′+−= xxxyxxy  

;
3
15;

3
115.2 31

33
3
1

2
1

−−−
+−+=+−+= xxxxy

xxx
xy  

     =⋅−+⋅−−⋅−⋅+=′ −−−−−−− 131111 )3(
3
1)1()

3
1(5

2
1

3
1

2
1

xxxxy  

      ;11
3

5
2

1
3
5

2
1

423 4

423
4

2
1

xxxx
xxxx −+−=−+−= −−−−

 

=′+−++−⋅′=′+−= )3
3

2()3
3

2()();3
3

2(.3 252525 xxxxxxyxxxy     

;102216
3
115

3
510

)23
3
1()3

3
2(5

45665654

524

xxxxxxxx

xxxxx

+−=+−+−=

=⋅+−⋅++−⋅=

  

( ) =
+

′+⋅−+⋅′
=′

+
= 22

2323

2

3

1
)1()1()(;

1
.4

x
xxxxy

x
xy  

;
)1(

3
)1(

333
)1(

2)1(3
22

2

2

424

22

322

+
=

+
−+

=
+

⋅−+
=

x
x

x
xxx

x
xxxx

( ) ;
2

sin
2

1sin)(cos;cos.5
x
x

x
xxxyxy −=⋅−=

′
⋅′=′=
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=
′







⋅

′






 −⋅

′











==

−−

xx
yy xx 11arccos3;3.6

1
arccos

1
arccos

   

=⋅
−

⋅⋅−=





−⋅

−
⋅⋅=

−−

22

21arccos

21

1arccos 1
1

3ln31
1

13ln3
2 xx

x
x

x

x

x
 

   ;
1

13ln3
2

1arccos

−
⋅⋅−=

−

x
x

 

 

Найти производные следующих функций: 

;3.2;244.1 2
6 5

75.03 xxy
x

xxy ⋅=−−+=  

 

  ;arcsin.4;2ln.3 3

2

arctgxxy
x

xxy −=
−

=  

 

  ;)cosln(.6;)12()5(.5 25 xxyxxy −=+⋅−=  

;
)1(

2.8;.7 2222

2

+−
=

+
=

xx
y

ax
xy  

   ;)1(log.10;1sin.9 2
3

2 −=+= xyxy  

;.12;
1

.11
3arcsin

2
xey

x
arctgxy −=

+
=  
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  ;)1(.14;2.13 23
3

xctgy
e

xy x

x

−=
+

= −  

   ;
1
1arcsin.16);1(.15 2

x
xyxarctgxy

−
+

=−⋅=  

   ;)
1
1(cos.18;)2ln(arccos)2arccos(ln.17 2

x
xyxxy

+
−

=+=  

   ..20;
2

)1arcsin(cos.19 12 xexx eeyxy +=
−

= −−−
 

 

4.2. Логарифмическое дифференцирование 

 

1.  y = xsinx ;           ln y = ln xsinx = sinx ·lnx , 

                              (lny) ´ = (sinx ·lnx) ´ , 

                               x
xxx

y
y sinlncos +⋅=
′

, 

          )sinln(cos)sinln(cos sin

x
xxxx

x
xxxyy x +⋅=+⋅=′ ; 

2.  
x

x
y 








+
=

1
1

;     ( )xx
x

y
x

+−=







+
= 1ln

1
1lnln , 

                                  x
xx

y
y

+
−+−=

′
1

)1ln( ’ 

                          





+
−+−








+
=′

x
xx

x
y

x

1
)1ln(

1
1

  . 
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Самостоятельно решить примеры: 

 

1. y = (sin2x)x  ; 

2. 
xxy 2= ; 

3.    xxy
1

=   ; 

4.     y = ( x2 + 1)lnx  ; 

5.     
xxxy = . 

 

4.3. Производная функции, заданной неявно: 

 

1.    x2 + y2 = a2; 

(x2)´ + (y2)´ = (a2)´,    2x + 2yy´ = 0,   y´ =  - y/x; 

2.    e x+y – arctg y – xy = 1; 

(e x+y )´ - (arctg y) ´ - (xy) ´ = 0, 

e x+y (1+y´) - y
y

′
+ 21
1

- (y + xy´) = 0, 

( )( )
( )( ) ;

1
11

2

2
1

1
2

yey
yxe

ey

xe
y yx

yx

yx
y

yx

+−
−+−

=
−

−−
=′

+

+

+
+

+

 

;ln)cos(ln)(.3 23 xxyyyx −=− π  
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[ ]

.
)sin(ln2

1)sin(3

)sin(ln2

)sin(3

;1)sin(ln3)]sin(ln2[

;1)()sin()(ln)23(

;)(ln)(cos()(ln)(ln)(

232

3

12

2

232

2323

23

23

x
y

xyxyyxyy
xyxyx

xyxyy
xyyx

y

x
xyyyxxyxyy

x
yxyxy

y
yyxyyyx

xxyyyxyyx

y
yx

x

y
yx

⋅
−−+

++
=

=
−+

++
=′

−−−=+−−

−′+⋅⋅−=
′

⋅−+⋅′−

′−′=′⋅−+⋅′−

−

−

ππ
ππ

ππ

ππ

ππππ

ππ

π

 

 

Найти производные неявных функций: 

;02.3

;2.2;1.1

22

2
2

2

2

2

=+++++

==−

FEyDxCyBxyAx

pxy
b
y

a
x

;)(2.5
;)(.4

2

2222

yxxytg
yxyxa

yx ππ =−+

+=−
−  

.arcsin.7;04ln)ln(.6 2 xy
x
y

y
xxy

y
xyx =−=−+−  
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5. Функция многих независимых переменных 

 

5.1. Дифференцирование функции нескольких переменных 

 

1. z(x,y) = xy3 +x2 –1; 

 
223 33;2 xyyx

y
zxy

x
z

=⋅=
∂
∂

+=
∂
∂

; 

2. z(x,y) = ex-2y; 

;2)2(; 222 yxyxyx ee
y
ze

x
z −−− −=−⋅=

∂
∂

=
∂
∂

 

3. ;
3
1),(

x
y

yxz 





=  

 ;
3
1ln)1(

3
1;

3
1ln)(

3
1

2 yy
z

x
y

x
z x

y
x
y

⋅





=

∂
∂

−⋅





=

∂
∂

 

4.   z(x,y) = xy;    

;ln;1 xx
y
zyx

x
z yy =

∂
∂

=
∂
∂ −

 

4. ;
),( 22

33

yx
yxyxz

+
+

= ; 

;
)(
23

)(
2)()(3

222

3224

222

3322

yx
xyyxx

yx
xyxyxx

x
z

+
−+

=
+

⋅+−+⋅
=

∂
∂
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222

4322

222

33222

)(
23

)(
2)()(3

yx
yyxyx

yx
yyxyxy

y
z

+
+−

=
+

⋅+−+⋅
=

∂
∂

. 

 

Cамостоятельно найти частные производные: 

 

1.  z= x-y;             2.   z = x3y – xy3;     3. x
y

y
xz += ; 

4.  ( )22ln yxxyz −+−= ;     5.  
xyyxz −=

22

2 ; 

6.  4 x
yyxz += ;           7.   ( )22ln yxxz ++= ; 

8.  y
xarctgz =  ;         9.    

y
xarctg

z 1
=

; 

10.   ( )1232 −+= xxytgz ;   11.   ( ) 2cos32 yxz += ; 

12.   22

22

arcsin
yx
yx

z
+

−
= ;       13.   z  =  ln( x + lny ) ; 

14.  ;cossin
x
y

y
xz ⋅=            15.  ( )yxarctgz 33= ; 

16.  
x yz = ;                    17.   xy

xy
z

+
−

=
1
1

2 . 
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5.2. Частные производные высших порядков: 

 

1. z(x,y) = x3 + xy2 – 5xy3 + y5 ; 

  ;5152;53 42322 yxyxy
y
zyyx

x
z

+−=
∂
∂

−+=
∂
∂

 

  ;152;20302;6 2
2

3
2

2

2

2

yy
yx
zyxyx

y
zx

x
z

−=
∂∂

∂
+−=

∂
∂

=
∂
∂

 

2. z(x,y) = xy ; 

  ;ln;)1(;ln; 2
2

2
2

2

2
1 xx

y
zxyy

x
zxx

y
zyx

x
z yyyy =

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ −−

 

xyxx
yx
z yy ln11

2
−− +=

∂∂
∂

; 

 

3. z(x,y) = ex(cosy +xsiny) ; 

)cossin(;sin)sin(cos yxye
y
zyeyxye

x
z xxx +−=

∂
∂

++=
∂
∂

; 

);sincos(

;sin2)sin(cossinsin)sin(cos

2

2

2

2

yxye
y
z

yeyxyeyeyeyxye
x
z

x

xxxxx

+−=
∂
∂

++=+++=
∂
∂

 

.cos)cossin(
2

yeyxye
yx
z xx ++−=

∂∂
∂
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Cамостоятельно найти все частные  

производные второго порядка: 

 

1. ( );ln 22 yxxz ++=       2.  
xyz ln= ; 

3.  ;arcsin xyz =                  4. ;
yx
yxz

+
−

=  

5.   z = sin2 (ax + by) ;        6.  z = exy ; 

7.    z = ln (ex + ey ) ;              8. 22

1
yx

z
+

=    
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6. Интегрирование 

 

6.1. Непосредственное интегрирование: 

 

1. ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =+−=





 +−=

+−
=






 − dx

x
dx

x
dxdx

xx
dx

x
xxdx

x
x 2121211

222

22

 

;ln21ln2
12

12

Cxx
x

Cxxx
++−−=++−

+−
=

+−

 

2. ∫ ∫ ∫∫ =





−=
















⋅−=

⋅−⋅ dxdxdxdx
xx

x

xx

2
323

2
323

2
3223

 

2
3ln

2
3

23

x

x








−= +C; 

3. ∫ ∫ ∫ =





 +=

⋅
+

=
⋅

dx
xx

dx
xx
xx

xx
dx

2222

22

22 sin
1

cos
1

cossin
cossin

cossin  

∫ ∫ +−=+= ;
sincos 22 Cctgxtgx

x
dx

x
dx

 

 

Вычислить самостоятельно: 

 

1. ( )∫ ++ −− ;532 38,08,02,1 dxxxx   2.    ∫
− ;

43 2

dx
x

xx
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3. ∫ ⋅
;

cossin
2cos

22 dx
xx

x
                 4.    ∫ xdxctg 2

 ; 

5.  ∫ +
;

12

2

dx
x

x
    6.   ∫ ⋅

−
;422 dxe x

x

    7.  ∫ dxx
2

sin2 2
. 

 

6.2. Интегрирование посредством замены: 

 

Случай 1: 

1. ( )∫ − ;23 7 dxx   используем подстановку  t = 3-2x, 

откуда  ;
2
3

−
−

=
tx  и   dtdx

2
1

−= . Подставляем: 

( ) ( )∫ ∫ ∫ +−−=+⋅−=−=





−=− ;23

16
1

82
1

2
1

2
123 8

8
777 CxCtdttdttdxx  

2. ∫ ∫ ∫ ====
−

=+==
+ t

dt
t

dtdtdxtxxt
x
dx

3
1

3
;

3
;

3
7;73

73  

( ) ;73ln
3
1ln

3
1 CxCt =+=+=  

 

Случай 2: 

1. ∫ ;
ln xx
dx

 используем подстановку  t = ln x, откуда сразу 

находим  x
dxdt = . Подставляем: 
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∫ ∫ +=+== ;lnlnln
ln

CxCt
t
dt

xx
dx

 

2. ∫ =−=⋅−=+==
+

;
2

sin;sin2;cos21
cos21

sin dtdxxxdxdtxt
x

x
 

∫ ++−=+−=−= ;cos21
2

CxCt
t

dt
 

 

Самостоятельно найти интегралы: 

 

1.  ∫ −
;

21 x
xdx

                       2.   ( )∫ − ;52sin dxx  

3.   ( )∫ +
;

23 12x
dx

                        4.   ∫ 







+
+− dx

x
e x

9
1

2
4

; 

5.   ∫ +
;

13

2

x
dxx

                            6.   ∫ +
;

1
dx

e
e
x

x

 

7.   ∫ +
;

cos1
2sin

2 dx
x

x
                   8.  ;ln1 dx

x
x

∫
+

    

9.    
( )

∫ +
;

1 2

2

dx
x

arctgx
                10.  ∫ −

;
41

2
x

x dx
 

11.  ∫ +
;

3 xx
dx

                    12.  ;
1

arcsin2
2

dx
x

xx
∫

−

−
 

13.   ∫ +
− ;

1
1 dx

x
x

                      14.   ( )∫ −+
;

3 xx ee
dx
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15.  ∫ ;cos dx
x

x
                   16.  ( )∫ + .cossin

2
dxxx  

6.3. Интегрирование по частям 

∫ ∫−= vduuvudv
 

=
−=

=

=
=

=∫ xv

dxdu

xdxdv
xu

xdxx
2cos

2
12sin

2sin

 

∫ ∫ =+−=





−−−= xdxxxxdxxx 2cos

2
12cos

2
12cos

2
12cos

2
1

;2sin
4
12cos

2
12sin

2
1

2
12cos

2
1 CxxxCxxx ++−=+⋅+−=

( ) ( )
=

=
+

=
=

+=
=+∫

xv
x

xdxdu
dxdv

xu
dxx 1

2
1ln

1ln 2
2

2

 

( ) ( ) ( )−+=
+

−+=
+

−+= ∫∫ 1ln
1

21ln
1

21ln 2
2

2
2

2
2 xxdx

x
xxxxdx

x
xxx

 
-2x –2arctg x +C; 
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Найти интегралы 

1. ∫ x cosx dx   ;                         2.   ∫ arcsin x dx  ; 

 

3. 
∫ ;ln

3 dx
x

x
                       4.  ∫

−+ ;)1( 22 dxex x

 

 
5.  ∫ ln (xn) dx ;                           6.  ∫ e-2x sin x dx.  
 

6.4. Разложение на простейшие дроби 

 

∫ −
− ;

2
23

2 dx
xx

x
    Раскладываем на простейшие дроби: 

( ) ;
22

23
2

23
2 −

+=
−

−
=

−
−

x
B

x
A

xx
x

xx
x

 
Приведём к общему знаменателю и отбросим его: 

3 - 2x = A(x-2) + Bx 

 Раскроем скобки:     3-2x = (A+B)x – 2A 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях Х: 

При х:     A+B= -2 

Свободные:   -2A=3 

Отсюда      А= -3/2,  B= -1/2; 

=
−

−−=







−

−
−

=
−

−
∫∫∫ ∫ 22

1
2
3

22
23 2

1
2
3

2 x
dx

x
dxdx

xx
dx

xx
x

 



 40

;2ln
2
1ln

2
3 Cxdxx +−−−=

 

2. ( ) ( )∫ ++
;

11 22 xx
dx

 

( ) ( ) ( ) 11111
1

2222 +
+

+
+

+
+

=
++ x

DCx
x

B
x

A
xx   

Решая систему четырех уравнений с четырьмя 

неизвестными, получим: 

A = ½;  B = ½;  C = - ½;  D = 0. 

 

( ) ( ) ( )∫ ∫ =







+

−
+

−
+

−
=

++
dx

x
x

xxxx
dx

11111 2
2
1

2
1

2
2
1

22

( )∫ ∫ ∫ ++−+
−

−=
+

−
−

+
−

= .)1ln(
4
1ln

2
1

)1(2
1

12
1

12
1

12
1 2

22 Cxx
xx

xdx
x
dx

x
dx

 
Самостоятельно найти интегралы 

1. 
∫ ++

− ;
104

32
2 dx

xx
x

               2.    ( )( )∫ ++ 121 xx
xdx

; 

  

3.  ( )( )( )∫ −+−
−+ ;

431
91412 2

dx
xxx

xx

       4.    ∫ −− xxx
dx

376 23
; 

  

5.  ( )( )∫ +−− 1516412
32

2 xxx
xdx

;  6.   
∫ +− 23 24 xx

xdx
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