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ВВЕДЕНИЕ 
 

В любом из современных курсов экономики в той или 
иной степени используется математический аппарат: 
анализируются графики различных зависимостей, 
проводится математическая обработка различных 
статистических данных и т.д. С переходом украинской 
экономики на рыночные отношения роль математики и 
математических методов существенно возрастает. 
 Действительно, центральная проблема экономики - 
это проблема рационального выбора. В плановой экономике 
(по крайней мере, на уровне отдельного предприятия) 
практически нет выбора, а значит, роль экономического 
анализа существенно принижена. В условиях же рыночной 
экономики, когда каждой хозяйственной единице 
необходимо самостоятельно принимать решение, т.е. делать 
выбор, математическое моделирование становится крайне 
необходимым. В этой связи роль математических методов в 
экономике постоянно возрастает. 
 Отметим некоторые основные преимущества 
математического подхода при решении экономических  
задач. 
  Во-первых, возрастает необходимость в уточнении 
различных понятий. Математика не может оперировать 
нечетко, а, тем более, неконкретно определенными 
понятиями. Следовательно, если применяют математические 
методы для решения определенных задач, то необходимо на 
первых этапах составления математической модели четко 
сформулировать задачу, в том числе, четко представить и 
обосновать все сделанные допущения.  

Во-вторых, развитость  математических теорий как 
таковых (векторная алгебра, аналитическая геометрия, 
теория дифференциальных уравнений, корреляционный и 
регрессионный анализы и т. д.), предоставляет к услугам 
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исследователя очень мощный математический аппарат. 
 Разумеется, в использовании математических методов 
есть и свои слабые стороны. При попытке формализовать 
экономическую ситуацию может получиться очень сложная 
математическая модель. Для того, чтобы ее упростить, 
приходится вводить новые допущения, зачастую не 
оправданные с точки зрения экономики. Здесь исследователя 
подстерегает опасность совершенствования математической 
техники вместо анализа подлинной экономической ситуации.  
 Данное учебное пособие иллюстрировано 
многочисленными примерами, которые позволяют более 
полно понять сущность основных теоретических положений.  
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Раздел 1.  ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

Тема 1.1. Матрицы. Действия над матрицами 

Определение 1.1. Матрицей размерности nm ×  называется 
прямоугольная таблица из чисел, содержащая m  строк и n  столб-
цов. 

Согласно определению, матрица размерности nm ×  имеет 
вид: 
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
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

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Числа m  и n  называются порядками матрицы. Числа ija , об-
разующие матрицу, называются ее элементами. Индексы i  и j  
элемента ija  указывают соответственно на номера строки и столб-
ца, на пересечении которых расположен этот элемент. 

Матрицу можно записать сокращенно в виде  
[ ]ijaA = , 

 где ;m1,i =  n1,j = . 
Определение 1.2. Матрица, все элементы которой равны нулю, 

называется нулевой. 
 

Равенство матриц 
 
  Сравнивать можно только матрицы одинаковой размерно-

сти. 
Определение 1.3. Две матрицы [ ]ijaA =  и [ ]ijbB =  называют-

ся равными, если они имеют одинаковые порядки, а соответст-
вующие элементы равны между собой. Таким образом, BA = , 
если ijij ba =  для всех значений ;m1,i = n1,j = . 
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Операции над матрицами 
 

 К операциям над матрицами относятся: сложение (вычита-
ние) матриц, умножение матрицы на скаляр (число), умножение 
матриц. 

 
1. Сложение (вычитание) матриц 

Складывать (вычитать) можно только матрицы одной раз-
мерности. 

Определение 1.4.  Суммой матриц [ ]ijaA =   и [ ]ijbB =    назы-

вается матрица [ ]ijcC =  того же порядка, элементы которой ijc  
определяются равенством  

ijijij bac += . 
Аналогично определяется разность двух матриц.  
Заметим, что операция сложения (вычитания) матриц обладает 

теми же свойствами, что и операция сложения (вычитания) веще-
ственных чисел.  

 
2. Умножение матрицы на число  

Определение 1.5.  Произведением матрицы [ ]ijaA =  на веще-

ственное число λ  называется матрица [ ]ijcC =  той же размерно-
сти, что и матрица А, элементы которой равны 

ijij ac ⋅= λ . 
То есть, при умножении матрицы на число, на это число ум-

ножаются все элементы матрицы. 
 
3. Умножение матриц 

Определение 1.6.  Произведением матрицы 
[ ]( )njmiaA ij ,1;,1 ===  , имеющей порядки соответственно рав-

ные m  и n , на матрицу [ ]( )pjnibB ij ,1;,1 ===  , имеющую по-
рядки соответственно равные n  и p , называется матрица 

[ ]( )pjmicC ij ,1;,1 ===  , имеющая порядки соответственно m  и 
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p , элементы которой ijc  определяются по формуле 

 ( )∑
=

==⋅=
n

k
kjikij pjmibac

1
,1;,1;   (1.1) 

Другими словами, матрицу A  можно умножить на матрицу B  
тогда и только тогда, когда число столбцов матрицы A  соот-
ветствует числу строк матрицы B . Формула (1.1) дает правило 
вычисления элементов матрицы-произведения, называемое прави-
лом "строка–столбец", которое может быть сформулировано сле-
дующим образом: элемент ijc  матрицы ABC =  равен сумме по-
парных произведений соответствующих элементов i -й строки 
матрицы A  и j -го столбца матрицы B . 

Задача 1.1. Найти произведение матриц ABC = , если послед-
нее существует: 









=

212
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A ,    
















−
−=

214
132

401
B  

 По правилу "строка–столбец" получим 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) =








−⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅
−⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅

=⋅
221142123102422112
211043113003412013

BA  









=

3512
1017

 

 
Транспонирование матрицы 

 
Определение 1.7.  Транспонированием матрицы называется за-

мена строк этой матрицы ее столбцами с сохранением их номеров. 
Матрица, полученная таким образом из матрицы A , называется 
транспонированной по отношению к матрице A  и обозначается 
A ′ .  

Например, если 







=

876
543

A , то 















=′

85
74
63

A  
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Может оказаться, что квадратная матрица A  совпадает со сво-
ей транспонированной матрицей, т.е. AA ′= . В этом случае мат-
рица A  называется симметричной. 

 
Квадратная матрица 

 
Если в матрице порядки m  и n  равны, то она называется 

квадратной, а число nm =  называется ее порядком. Квадратная 
матрица имеет вид 

 

 


















=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

M
. 

 
Для квадратной матрицы вводят понятие главной и побочной 

диагоналей. Главной диагональю квадратной матрицы называется 
диагональ, идущая из левого верхнего угла в правый нижний ее 
угол, побочной диагональю той же матрицы – диагональ, идущая из 
левого нижнего угла в правый верхний угол. 

Определение 1.8. Квадратная матрица, у которой все элементы, 
расположенные вне главной диагонали, равны нулю, называется 
диагональной.  

Определение 1.9. Диагональная матрица, у которой все эле-
менты, стоящие на главной диагонали, равны единице, называется 
единичной  и обозначается E . Например,  

 

 


















=

1...00

0...10
0...01

M
E . 

С каждой квадратной матрицей связывают вполне определен-
ную числовую характеристику, которая называется ее определите-
лем или детерминантом. 
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Определитель квадратной матрицы  

 
Рассмотрим квадратную матрицу A  произвольного порядка. 

Определитель (детерминант) матрицы обозначается Adet  или ∆ .  
Определение 1.10. Определителем, соответствующим квадрат-

ной матрице n - го порядка, называется число, полученное из эле-
ментов этой матрицы по следующим правилам: 
 –  определитель n - го порядка равен алгебраической сумме 

!n  элементов матрицы; 
 –  каждое слагаемое представляет собой произведение n  
элементов, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца.  
Сомножители располагаются таким образом, чтобы первым был 
элемент из первой строки, вторым - элемент из второй строки и 
т.д.; 
 –  слагаемое берется со знаком плюс, если число инверсий  
в перестановке вторых индексов сомножителей четное, и со знаком 
минус  – в противном случае. 

Итак, по определению имеем: 
 

 ( ) ( )
nnjjii

j

jQ

nnnn

n

n

aaaa

aaa

aaa
aaa

⋅⋅⋅⋅⋅−=



















∑ ...1

...

...

...

321 321

21

22221

11211

M
 

В последней формуле суммирование распространяется на все 
перестановки ( )njjjjj ,...,,, 321= , которые можно составить из 
чисел n,....3,2,1 . 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 
Пусть 2=n . В общем виде определитель второго порядка за-

писывается следующим образом: 

 
2221

1211

aa
aa

. 
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 Членом такого определения будет произведение вида: 
 

21 21 jj aa ⋅  
где ( )21, jj  – любая перестановка из чисел 1, 2. Возможных пере-
становок две: ( ) ( )1,2,2,1 . В первом случае имеем 0  инверсий 
( )21 < , а во втором – одну ( )12 > . Следовательно, в первом слу-
чае четное число инверсий, а во втором – нечетное. 

Следовательно,  

 21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

⋅−⋅= . 

Таким образом, определитель второго порядка, соответст-
вующий квадратной матрице второго порядка, равен разности 
произведений элементов, стоящих на главной диагонали, и элемен-
тов, стоящих на побочной диагонали.  

Пусть 3=n . Определитель третьего порядка имеет вид 
 

 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

. 

Членами определителя третьего порядка являются произведе-
ния вида: 

321 321 jjj aaa ⋅⋅ где ( )321 ,, jjj  – перестановки из чисел 
3,2,1 . Таких возможных перестановок шесть:  
 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2,3,1,3,1,2,1,2,3

2,1,3,1,3,2,3,2,1
 

 
Отметим, что первая группа перестановок имеет четное число 

инверсий, вторая – нечетное, поэтому: 
 

 −⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= 322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

 

 332112322311312213 aaaaaaaaa ⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−  
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Минор и алгебраическое дополнение  

 
Пусть Adet  – определитель матрицы n -го порядка. 
Определение 1.11. Минором ijM  элемента ija  определителя 

n - го порядка  называется определитель ( )1−n -го порядка, полу-
ченный из исходного определителя вычеркиванием i -й строки и j -
го столбца, на пересечении которых стоит элемент ija . 

Определение 1.12. Алгебраическое дополнение ijA  элемента 

ija  определителя ∆  равно минору этого элемента ijM , умножен-

ному на ( ) ji +− 1 , т.е. 

 ( ) ij
ji

ij MA ⋅−= +1 . 
Например, если задан определитель третьего порядка 

 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

, то 

 

 
3332

2322
11 aa

aa
M = ; 

2322

1312
31 aa

aa
M = . 

В то же время 

 ( )
3332

131212
21 1

aa
aa

A ⋅−= + ; ( )
2321

131123
32 1

aa
aa

A ⋅−= + . 

 
Свойства определителей 

 
Приведем ряд свойств, которыми обладает определитель n -го 

порядка. 
1. Свойство равноправности строк и столбцов.  

При транспонировании матрицы    величина ее определи-
теля сохраняется, т.е. AA =′ . 
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 2. Свойство антисимметрии при перестановке двух строк 
(или двух столбцов). 

Если в определителе поменять местами два параллельных ря-
да (две строки или два столбца) то его знак изменится на проти-
воположный. 

3. Линейное свойство определителя. 
Если в определителе n -го порядка ∆  некоторая i -я строка 

( )inii aaa ,...,, 21  является линейной комбинацией двух строк 
( )nbbb ,...,, 21  и ( )nccc ,...,, 21  с коэффициентами λ и µ , то  
 21 ∆µ+∆λ=∆ ,  
 где 1∆  - определитель, у которого i -я строка равна 
( )nbbb ,...,, 21 , а все остальные такие же строки, как и у ∆ , а 2∆  
- определитель, у которого i -я строка равна ( )nccc ,...,, 21 , а все 
остальные строки те же, что и у ∆ . 

Следующие пять свойств являются логическим следствием 
трех основных свойств. 

4. Общий множитель всех элементов некоторого ряда опреде-
лителя можно вынести за знак определителя. 

5. Если все элементы какого-либо ряда определителя равны ну-
лю, то определитель равен нулю. 

6. Если все элементы некоторого ряда определителя пропор-
циональны соответствующим элементам параллельного ему ряда, 
то определитель равен нулю. 

7. Если одна из строк определителя есть линейная комбинация 
других его строк, то определитель равен нулю. 

8. Если к элементам какого-либо ряда определителя добавить 
соответствующие элементы параллельного ряда, умноженные на 
одно и то же число k, то значение определителя при этом не из-
менится. 

9. Теорема ЛАПЛАСА (разложение определителя по элемен-
там строки или столбца). 

Определитель произвольного порядка равен сумме произведе-
ний элементов любого ряда  на их алгебраические дополнения. 
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Например,  

 ∑
=

⋅=
n

k
ikik AaA

1
;det  ( )ni ,1= . 

10. Свойство алгебраических дополнений параллельных рядов. 
Сумма произведений элементов какого-либо ряда определите-

ля на алгебраические дополнения соответствующих элементов 
параллельного ему ряда равна нулю. Например, 
 ;0...2211 =⋅++⋅+⋅ kninkiki AaAaAa  ( )ki ≠  
 

Практическое правило вычисление определителей 
 
При вычислении определителей широко используются форму-

лы разложения по строке или столбцу (теорема Лапласа), а также 
свойство, позволяющее, не изменяя величины определителя, пре-
образовать его к такому виду, когда какой-либо ряд содержит мак-
симально возможное число нулей. Именно этот ряд рационально 
принять в качестве ряда для разложения по Лапласу. Такой подход 
к вычислению определителей называется правилом понижения по-
рядка. 

 
Задача 1.2. Вычислить определитель  

 

12322
10311
31121
01220
12231

−
−

−−
−

−−

=∆  

 
В качестве ряда для разложения рационально использовать 

вторую строку, которая содержит два нулевых элемента. Для 
уменьшения объема последующих вычислений можно добиться 
большего числа нулей в этой строке. Работать будем со столбцами. 
Сложим соответствующие элементы второго и третьего столбцов и 
запишем результат на месте третьего столбца. 
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12522
10211
31321
01020
12131

−
−

−−
−

−

=∆  

Используя свойство 8, добавим к элементам второго столбца 
соответствующие элементы четвертого столбца, умноженные на 
число 2. Получим 

 

12522
10211
31301
01000
12111

−−
−

−−

−−

=∆  

Далее разложим определитель по элементам второй строки.  
 

 ( )

1522
1211
3301
1111

1522
1211
3301
1111

11 42

−
−

−
−

=

−
−

−
−

⋅−⋅=∆ + . 

 
Теперь в определителе четвертого порядка добьемся наиболь-

шего числа нулей в третьей строке. Для этого умножим на ( )1−  
элементы первой строки и сложим их с соответствующими элемен-
тами третьей строки. 

 

 

1522
0100
3301
1111

−

−
−

=∆ . 

Разложим определитель четвертого порядка по элементам 
третьей строки 
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 ( )
122
301
111

122
301
111

11 33

−
−

−
=

−
−

−
⋅−⋅=∆ +

. 

В определителе третьего порядка добьемся наибольшего числа 
нулей во втором столбце. Будем работать со строками. Все элемен-
ты первой строки умножим на число ( )2−  и сложим с соответст-
вующими элементами третьей строки 

 
100
301
111

−
−

−
=∆ . 

Применим теорему Лапласа, выбрав в качестве ряда для раз-
ложения второй столбец. Получим: 

 ( ) ( )
10
31

10
31

11 21

−
−

=
−

−
⋅−⋅−=∆ + . 

Наконец, вычисляя определитель второго порядка, оконча-
тельно имеем 

 ( ) ( ) 10311
10
31

=⋅−−⋅−=
−

−
=∆  

 
Обратная матрица 

 
Одно из важнейших свойств умножения чисел состоит в том, 

что для каждого числа a , отличного от нуля, существует обратное 
1−a  такое, что 

 111 =⋅=⋅ −− aaaa . 
Оказывается, что нечто подобное имеет место и для матриц, 

причем роль условия 0≠a  играет условие, состоящее в том, что 
определитель матрицы A  отличен от нуля.  

Определение 1.13. Квадратная матрица называется невырож-
денной, если ее определитель не равен нулю ( )0≠∆ . В противном 
случае ( )0=∆  матрица называется вырожденной. 

Определение 1.14. Матрица A  называется обратной по отно-
шению к матрице A , если выполняется соотношение: 
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 EAAAA =⋅=⋅ −− 11 . 
Условие существования обратной матрицы сформулируем в 

виде теоремы.  
Теорема 1.1. Для того, чтобы квадратная матрица A  имела об-

ратную, необходимо и достаточно, чтобы она была невырожден-
ной.  

Обратная матрица находится по следующей схеме: 
1. Вычисляется определитель A  исходной квадратной матри-

цы n -го порядка. 
2. Формируется матрица, составленная из алгебраических до-

полнений элементов ija  исходной квадратной матрицы A . Такая 
матрица называется союзной по отношению к матрице A  и обо-
значается *A : 

 


















=

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

...

...

...

21

22221

11211

*

M
. 

3. Транспонируют союзную матрицу, определяя тем самым так 
называемую присоединенную матрицу. Такая матрица обозначается 
A~  и выглядит следующим образом: 

 


















=

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

...

...

...
~

21

22212

12111

M
. 

4. Обратная матрица 1−A  по отношению к матрице A  нахо-
дится по формуле: 

 A
A

A ~11 ⋅=− . 

Задача 1.3. Дана матрица 















=

435
131
223

A . Найти обратную 
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матрицу  по отношению к заданной.  
Вычислим определитель матрицы A . 
 

 ( ) 5
91
41

11
091
131
041

435
131
041

435
131
223

32 =
−
−

⋅−⋅=
−

−
=

−
== +A . 

 
Матрица невырождена, следовательно, обратная матрица су-

ществует. 
Найдем алгебраические дополнения элементов определителя. 

 9
43
13

11 ==A ; 1
45
11

12 =−=A ; 12
35
31

13 −==A ; 

 2
43
22

21 −=−=A ; 2
45
23

22 ==A ; 1
35
23

23 =−=A ; 

 4
13
22

31 −==A ; 1
11
23

32 −=−=A ; 7
31
23

33 ==A . 

 
Формируем союзную матрицу  
 

 
















−−
−

−
=

714
122

1219
*A . 

Определим присоединенную матрицу  
 

 
















−
−
−−

=
7112
121
429

~A . 
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Найдем обратную матрицу 1−A  по отношению к матрице A : 

 

























−

−

−−

=
















−
−
−−

=−

5
7

5
1

5
12

5
1

5
2

5
1

5
4

5
2

5
9

7112
121
429

5
11A . 

 
Ранг матрицы  

 
Введем понятие минора матрицы. Рассмотрим некоторую  

матрицу A : 

 


















=

mnmmm

n

n

aaaa

aaaa
aaaa

A

...

...

...

321

2232221

1131211

M
. 

 
Выделим в этой матрице k  произвольных строк и k  произ-

вольных столбцов ( )nkmk ≤≤ ; . Определитель k -го порядка, 
составленный из элементов матрицы A , расположенных на пере-
сечении выделенных строк и столбцов, называется минором k -го 
порядка матрицы A .  

Среди миноров различных порядков матрицы есть равные ну-
лю и отличные от нуля. 

Определение 1.15. Рангом матрицы A  называется наивысший 
порядок отличного от нуля минора этой матрицы. 

Для определения  ранга матрицы следует рассматривать все ее 
миноры наименьшего порядка и, если хоть один из них отличен от 
нуля, переходить к вычислению миноров более высокого порядка, 
включающих (окаймляющих) отличный от нуля минор предыдуще-
го порядка. Такой подход к определению ранга матрицы называет-
ся методом окаймления (или методом окаймляющих миноров). 
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Задача 1.4. Методом окаймляющих миноров определить ранг 
матрицы A  

 















=

449
125
324

A . 

Рассмотрим окаймление первого порядка, например, 
091 ≠=D . Затем перейдем к рассмотрению некоторого окаймле-

ния второго порядка.  

Например, 0
49
25

2 ≠=D . 

Наконец, проанализируем окаймление третьего порядка 
 

 0
449
125
324

3 ==D . 

Таким образом, наивысший порядок минора, отличного от ну-
ля, равен 2, следовательно, ( ) 2=Ar . 

 
Базисный минор матрицы  

 
Определение 1.16. Базисным минором матрицы называется 

всякий, отличный от нуля минор этой матрицы, порядок которого 
равен рангу матрицы.  

Теорема 1.2. (Теорема о базисном миноре). Базисные строки 
(базисные столбцы) матрицы линейно независимы. 

Заметим, что строки (столбцы) матрицы линейно зависимы то-
гда и только тогда, когда хотя бы одну из них можно представить 
как линейную комбинацию остальных. 

Теорема 1.3. Число линейно независимых строк матрицы равно 
числу линейно независимых столбцов матрицы и равно рангу мат-
рицы.  
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Теорема 1.4. (Необходимое и достаточное условие равенства 
нулю определителя). Для того, чтобы определитель n -го порядка 
∆  был равен нулю, необходимо и достаточно, чтобы его строки 
(столбцы) были линейно зависимы. 

Вычисление ранга матрицы, основанное на использовании его 
определения, является слишком громоздкой операцией, так как 
связано с вычислением большого числа миноров различных поряд-
ков.  

На практике ранг матрицы находят с помощью элементарных 
преобразований.  

Эквивалентность матриц 
 
Определение 1.17. Две матрицы A  и B  называются эквива-

лентными, если их ранги равны, т.е. ( ) ( )BrAr = .  
Если матрицы A  и B  эквивалентны, то это обозначается 

так: A ∼ B . 
Теорема 1.5. Ранг матрицы не меняется при элементарных 

преобразованиях. 
То есть элементарные преобразования – это такие преобразо-

вания, которые не приводят к изменению ранга матрицы. К ним 
относятся: 

–  транспонирование матрицы, 
–  перестановка параллельных рядов; 
–  вычеркивание ряда, все элементы которого равны нулю; 
–  умножение всех элементов какого-либо ряда на число, от-

личное от нуля; 
–  добавление к элементам какого-либо ряда соответствующих 

элементов параллельного ряда, умноженных на одно и то же число 
0≠λ . 
Следствие теоремы 1.5. Если матрица A  получена из матрицы 

B  при помощи конечного числа элементарных преобразований, то 
матрицы A  и B  эквивалентны. 

При вычислении ранга матрицы ее следует привести при по-
мощи конечного числа элементарных преобразований к трапецие-
видной форме или к эквивалентной единичной матрице. 
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Определение 1.18. Трапециевидной будем называть такую 
форму представления матрицы, когда в окаймляющем миноре наи-
большего порядка, отличном от нуля, все элементы, стоящие ниже 
диагональных, равны нулю. 

 Например: 

 















=

7400
6310
0342

A . 

 3D  
Здесь 03 ≠D , элементы матрицы 323121 ,, aaa  обращаются в 

нуль. Тогда форма представления такой матрицы будет трапецие-
видной. 

Как правило, матрицы к трапециевидной форме приводят при 
помощи алгоритма Гаусса. Идея алгоритма Гаусса состоит в том, 
что, умножая элементы первой строки матрицы на соответствую-
щие множители, добиваются, чтобы все элементы первого столбца, 
расположенные ниже элемента 11a , обратились в нуль. Затем, ум-
ножая элементы второго столбца на соответствующие множители, 
добиваются, чтобы все элементы второго столбца, расположенные 
ниже элемента 22a , обратились в нуль. Далее аналогично.  

Задача 1.5. Определить ранг матрицы с помощью элементар-
ных преобразований 

 
















−−
−−
−−

=
12211
31343
23532

A . 

Для удобства применения алгоритма Гаусса поменяем местами 
первую и третью строки 

















−−
−−
−−

12211
31343
23532

∼
















−−
−−
−−

23532
31343
12211

∼
















−−
−

−−

73532
07910
12211

∼ 
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 ∼
















−
−

−−

07910
07910
12211

∼















−

−−

00000
07910
12211

∼ 







−

−−
07910
12211

. 

 
Очевидно, что здесь ( ) 2=Ar . Однако, для приведения резуль-

тата к более изящному виду можно далее продолжить преобразо-
вания над столбцами: 

 

 







−

−−
07910
12211

∼ 






 −
07910
02211

∼ 






 −
7910
2211

∼ 






 −−
0910
5211

∼ 

 ∼ 






 −
0910
0211

∼ 






 −
010
1111

∼ 







010
011

∼ 







10
11

. 

 
 

Тема 1.2. Системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) 

 
Система m линейных алгебраических уравнений с n неиз-

вестными имеет вид: 
 











=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

K

K

K

2211

22222121

11212111

.......................................
  (1.2) 

Совокупность чисел { }c c cn1 2, , ,K , которые, будучи под-
ставленными в систему (1.2) вместо неизвестных, обращают все 
уравнения СЛАУ в числовые тождества, называется  решением 
системы. 

Если система (1.2) имеет хотя бы одно решение, она назы-
вается совместной, в противном случае – несовместной. 
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Совместная система может обладать либо единственным 
решением, либо бесчисленным множеством решений. 
 Пусть А - матрица коэффициентов системы, X  - вектор- 
столбец неизвестных, B - вектор-столбец свободных членов. Тогда 
в матричном виде система запишется в виде    

 AX B=  
Если количество уравнений m равно количеству неизвест-

ных n, система имеет квадратную матрицу А порядка n. Определи-
тель ∆ = det A  называется определителем системы. 
 

Правило  Крамера 

Теорема 1.6.Если определитель системы ∆ = det A  отличен 
от нуля (т. е. r(A) = n), то система совместна и имеет единственное 
решение, которое определяется по формулам: 

x
B

j
j

=
∆

∆

( )

  ( j = 1, 2, ..., n ),   (1.3) 
где ( )Bj∆  есть определитель, полученный из определителя систе-

мы ∆  заменой j-го столбца столбцом свободных членов. Формулы 
(1.3) называются формулами Крамера. 

Доказательство 
Поскольку 0≠∆ , матрица А коэффициентов системы не-

вырожденная и имеет обратную матрицу А-1, причем А-1   является 
единственной.  

Умножим левую и правую части системы АX = B на А-1 
слева. Получим  А-1АX =  А-1-B, откуда  EX= А-1B и, окончательно,  

   X= А-1B    (1.4) 
Решение (1.4) – единственное решение СЛАУ в силу един-

ственности существования обратной матрицы.  
Запишем равенство (1.4) в координатной форме: 
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( )x
x

x

A A A

A A A

A A A

b
b

b

b A b A b A

b A b A

n

n

n

n n nn n

n n
1

2

11 21 1

12 22 2

1 2

1

2

1 11 2 21 1

1 12 2 22

1

1

M

K

K

K

M

K

K
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















=











































=

+ + +

+ +

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆

∆
.............................

( )

( )

( )

( )

( )

+

+ + +
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



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

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


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

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









b A

b A b A b A

B

B

B

n n

n n n nn
n

2

1 1 2 2

1

2

1
........................................

∆

∆
∆

∆
∆

∆
∆

K

M

 

 
Выражение b1A1j + b2A2j + ...+ bnAnj есть разложение опреде-

лителя ( )Bj∆  по элементам j-го столбца  (теорема Лапласа). 

Таким образом,  
( )
∆

∆
=

B
x j

j   (j = 1, 2, ..., n). 

 
Задача 1.6. Решить СЛАУ 
 

              








=+
=++

=++

523
732

4

31

321

321

xx
xxx

xxx
 

 
Решение 

Найдем определитель системы 

( ) ( )∆ = = = − = − − =+

1 1 1
2 1 3
3 0 2

1 1 1
1 0 2
3 0 2

1 1
1 2
3 2

2 6 41 2*  

0≠∆ , следовательно, система совместна и имеет единст-
венное решение, которое может быть найдено по формулам Краме-
ра. Вычислим вспомогательные определители: 
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( ) ( )∆ 1
1 2

4 1 1
7 1 3
5 0 2

4 1 1
3 0 2
5 0 2

1 1
3 2
5 2

6 10 4= = = − = − − =+*  

 

( )∆ 2
1 3

1 4 1
2 7 3
3 5 2

0 0 1
1 5 3

1 3 2
1 1

1 5
1 3

3 5 8= = − −
−

= −
− −

−
= + =+*  

 

( )∆ 3
1 2

1 1 4
2 1 7
3 0 5

1 1 4
1 0 3
3 0 5

1 1
1 3
3 5

5 9 4= = = − = − − =+* ( ) .  

 Тогда решение СЛАУ  

x1
1 4

4
1= = =

∆
∆

;    x2
2 8

4
2= = =

∆
∆

;     x3
3 4

4
1= = =

∆
∆

.  

 
Матричный метод  

Для систем с невырожденной квадратной матрицей коэффици-
ентов системы довольно часто используют матричный метод. 

Итак, пусть система уравнений заданная своей матричной 
формой записи: 
 BXA =⋅ .  

 
В соответствии с условием задачи матрица А есть не-

вырожденной, тогда у нее существует обратная матрица A-1, 
причем такая матрица будет единственной. 

 
BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 )( ; 

BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 )( ; 

BAXE ⋅=⋅ −1 ; 
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BAX ⋅= −1 . 
   

Последнее соотношение задает матричную форму решения 
систем линейных алгебраических  уравнений размерностей n×n с 
невырожденной матрицей коэффициентов А. 

 
 
Задача 1.7. Найти решение СЛАУ матричным методом  









=++
=++
−=++

439
224

2

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Решение 
Вычислим определитель матрицы коэффициентов системы 
 

===
136
122
110

139
124
111

det A  

2
26
12

)1(1 31 −=⋅−⋅= +  

 
Поскольку 0det ≠A , то исходная система имеет единственное 

решение. 
На следующем этапе необходимо найти обратную 

матрицу 1−A  к матрице коэффициентов системы A. 
Для этого найдем соответствующие алгебраические дополне-

ния. 
111 −=A ;  512 =A ;  613 −=A ; 

221 =A ;  822 −=A ;  623 =A ; 

131 −=A ;  332 =A ;  233 −=A . 
Присоединенная матрица будет иметь вид 
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















−−
−

−−
=

266
385
121

A  . 

Обратная матрица определяется таким образом: 























−

−−

−

=−

133
2
34

2
5

2
11

2
1

1A  . 

Непосредственно решение исходной системы найдем из соот-
ношения: 

















−

−
=















−























−

−−

−

== −

8
7
1

4
2
2

·

133
2
34

2
5

2
11

2
1

·1 BAX  . 

 
Итак, 11 −=x 72 =x , 83 −=x . 

Проверка: 









≡
≡

−≡−
⇒









=−+⋅+−⋅
=−+⋅+−⋅

−=−+−

44
22
22

4)8(73)1(9
2)8(72)1(4

2871
 

 СЛАУ решена верно. 

Метод Гаусса 
Метод Гаусса, его еще называют методом гауссових исключе-

ний, состоит в том, что систему n линейных алгебраических урав-
нений 

 
  



 31  

 











=++++

=++++
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nnnnnnn
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bxaxaxaxa
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...........................................................
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332211

22323222121
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относительно n неизвестных x1, x2, …, xn сводят последовательными 

исключениями неизвестных к эквивалентной системе с треугольной 
матрицей: 














=

=+…++
=+…+++

'
...........................................................

'''
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223232

113132121

nn

nn

nn

bx

bxaxax
bxaxaxax

 

  
      Процесс сведения исходной системы  к эквивалентной 

форме называется прямым ходом метода Гаусса. Прямой ход 
метода Гаусса выполняется с помощью аппарата элементар-
ных преобразований. Заметим, что в данном случае элемен-
тарные преобразования применяются только для строк ис-
ходной системы. С другой стороны, необходимо отметить, 
что, если в исходной системе матрица коэффициентов невы-
рождена, то такую систему уравнений к треугольной форме  
сводят всегда. 

Обратный ход метода Гаусса состоит непосредственно в 
определении корней системы уравнений, которые находят по 
рекуррентным соотношениями 

 

 'nn bx = ;  ∑
+=

−=
n

ik
kikii xabx

1
'' .  
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Для удобства вычислений элементарные преобразо-
вания исходной системы выполняют относительно ее мат-
ричной формы. Поэтому записывают расширенную матрич-
ную систему 

 



















|
|
|
|

=
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n

n

baaaa
..................
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A

321

22232221

11131211

. 

 
Далее прямым ходом метода Гаусса сводят ее к виду: 


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


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
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n
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b
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1000
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1

2223

111312

. 

  
На основании такой матрицы записывают эквивалентную сис-

тему уравнений и, используя рекуррентные соотношения, опреде-
ляют корни исходной системы. Проиллюстрируем применения ап-
парата метода Гаусса для конкретного примера. 

 
Задача 1.8. Методом Гаусса решить систему линейных алгеб-

раических уравнений 









−=++
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839
424

2

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 
Решение 

Запишем расширенную матрицу коэффициентов системы и с 
помощью элементарных преобразований над строками сведем ее к 
треугольной форме. 
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~
8|139

4|320
2|111

~
8|139
4|124
2|111
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
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Таким образом, прямой ход метода Гаусса завершен. Для реа-

лизации обратного хода на основе последней матрицы запишем 
эквивалентную систему к заданной. 





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
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2
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321
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xxx

 

 
Реализуя обратный ход метода Гаусса, определяют 

непосредственно корни исходной системы. В самом деле, из 
последнего соотношения эквивалентной матрицы значит, что 

23 −=x . После подстановки 3x  в предпоследнее уравнение 
имеем  

2)2·(
3
2

2 −=−+x ;  12 =x  

В конце концов, из первого равенства имеем: 
2211 −=−+x  ;  11 −=x . 

 
Итак, исходная система имеет решение: 

11 −=x ;  12 =x ;  23 −=x . 
 

  Тема 1.3. Общее исследование систем линейных алгеб-
раических уравнений 

При решении систем линейных алгебраических уравне-
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ний довольно часто может оказаться, что определитель мат-
рицы коэффициентов системы превращается в нуль или чис-
ло уравнений m не равняется числу неизвестных n, то есть 
m ≠ n. В связи с отмеченным, необходимо заметить, что ре-
шение любой системы линейных алгебраических уравнений 
должно начинаться из выяснения вопроса о ее совместности. 
Итак, решению системы уравнений должны предшествовать 
исследования, которые проводятся по такой схеме: 

1. Исследовать, является исходная система уравнений со-
вместной или несовместной (то есть, имеет ли исходная сис-
тема решения вообще). 

2. Если исходная система совместная, то необходимо ис-
следовать, имеет такая система единственное решение или их 
бесчисленное множество. 

3. Если система совместная и имеет единственное реше-
ние, то определить его известными методами. 

4. Если совместная система имеет бесчисленное множест-
во решений, то необходимо описать всю совокупность реше-
ний. 

Пусть задан общий вид системы m линейных алгебраиче-
ских уравнений с n неизвестными 

 










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=++++
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nn

nn
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...........................................................

...
...
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  (1.4) 

 
Вопрос о совместности СЛАУ определяется теоремой 

Кронекера–Капелли. В отличие от теоремы Крамера, эта тео-
рема не является конструктивной, поскольку она не дает со-
отношений для определения корней системы уравнений. Тем 
не менее, она имеет очень важное практическое значение. 



 35  

Теорема Кронекера- Капелли. Система линейных 
алгебраических уравнений (1.4) совместная тогда и только 
тогда, когда ранг матрицы коэффициентов систем уравнений 
равняется рангу расширенной матрицы: )Ar(r(A) = . 

Доказательство 
Доказательство необходимых условий 
Предположим, что система совместная, то есть существует, по 

крайней мере, одно решение 1= lx1 , 2= lx2 , …, nn lx = . Подста-
вим эти значения в систему, которая представляется формулой 
(1.4): 

 
 Β=Α++Α+ 221 nnlllA1 . (1.5) 

 
Соотношение (1.5) означает, что столбец В есть линейной ком-

бинацией столбцов 1A , 2A , …, nA ... Если исключить столбец В из 

расширенной матрицы, то ее ранг не изменится и Α  превратится в 
А. 

Таким образом, )Α= ()( rAr . 
 

Доказательство достаточных условий 
Пусть )Α= ()( rAr . Рассмотрим r базисных столбцов матрицы 

А; они будут базисными столбцами и для матрицы Α . Пусть это 
будут столбцы 1A , 2A , …, rA . В соответствии с теоремой о базис-
ном миноре всякий столбец матрицы есть линейной комбинацией 
ее базисных столбцов. Это означает, что для столбца свободных 
членов В будет справедливой равенство 

 
Β=Α++Α+ 221 rrlllA1  . 

 
Теорема доказана. 

Снова рассмотрим систему (1.4). Если )Α≠ ()( rAr , то 
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такая система несовместная. Пусть rrAr =)Α= ()( . 

Определение 1.19. Рангом совместной системы линейных ал-
гебраических уравнений называется ранг ее матрицы )(Ar . 

Предположим, что система (1.4) совместная и ранг ее 
равняется r. 

Отделим в матрицы А системы (1.4) некоторый базисный 
минор М. Без ограничения общности соображений можно 
предположить, что он состоит из первых r строк и первых r 
столбцов матрицы А, то есть: 

 

 



















…
……………

…
…

=

rrrrr

r

r

aaaa

aaaa
aaaa

M

321

2232221

1131211

. (1.6) 

 
В расширенной матрице A  базисными строками, которые 

отвечают этому минору, будут первые r строк. В соответст-
вии с теоремой о базисном миноре всякая строка матрицы A  
есть линейной комбинацией ее базисных строк, то есть 

=… iinii baaa )( 21  
 )(++)(= 211112111 rrnrrrn ll βαααβααα    (1.7) 
 

Помножим первое уравнение системы на 1λ , второе на 2λ , 
…, r-е на rλ  и сложим их между собою. Причем отделим сла-

гаемые, которые содержат 1x , 2x , …, rx . 
 При этом получим: 

++++++++ 212121211111 (...)...()...( nnrrrr axaaxaax λλλλλ  

rrrnr bba λλλ ++=++ ...)... 11  
В  соответствии с (1.7) это эквивалентно  
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ininii bxaxaxa =+…++ 2211 . 

 
Таким образом, любое і-е уравнение системы (1.4) явля-

ется линейной комбинацией первых r базисных уравнений. 
То есть любое і-е уравнение есть следствием базисных урав-
нений. Таким образом, система, которая складывается только 
из базисных уравнений, эквивалентная исходной системе 
(1.4). Эта система имеет вид 

 











=++++

=++++
=++++

rnrnrrr

nn

nn

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa
bxaxaxaxa

...
..........................................................

...
...

332211

22323222121

11313212111

  (1.8) 

Итак, вместо системы (1.5) можно решать систему (1.8), 
которая состоит только из линейно независимых (базисных) 
уравнений. 

Сравним ранг СЛАУ r  с количеством неизвестных. Оче-
видно, что возможно только два варианта: или nr = , или 

nr < . Рассмотрим их. 
Вариант, когда nr = . Итак, если nr = , система 

(1.4) удовлетворяет условиям теоремы Крамера с 0≠=∆ M  и 
будет иметь единственное решение. 

Вариант, когда nr < . В системе (1.8 )предоставим неиз-
вестным 1+rx , 2+rx , …, nx  произвольные числовые значе-

ния 1+rλ , 2+rλ , …, nλ и перенесем их в правую часть. В 
таком случае система (1.8) будет иметь  вид: 
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
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  (1.9) 

 
Систему (1.9) можно рассматривать как систему r урав-

нений с r неизвестными. Определитель системы 0≠=∆ M . 
Таким образом, для каждого конкретного набора значений 

1+rλ , 2+rλ , …, nλ система имеет единственное решение. 

Тем не менее разных наборов значений 1+rλ , 2+rλ , …, 

nλ может быть неисчислимое множество. Каждому такому 

набору отвечает один-единственный набор значений 1x , 

2x , …, rx . Итак, тогда система уравнений будет иметь 
бесчисленное множество решений. 
      Заметим, что при этом переменные 1x , 2x , …, rx на-
зывают базисными переменными, а переменные xr + 1, xr + 2, 
…, xn называют свободными переменными. 

Приведенные соображения доказывают такие утвержде-
ния. 

Утверждение 1.1. Система линейных алгебраических уравне-
ний имеет одно- единственное решение, если ранг совмест-
ной системы r равняется числу неизвестных n  )( nr = . 

Утверждение 1.2. Система линейных алгебраических уравне-
ний имеет бесчисленное  множество решений, если ранг со-
вместной системы r меньше числа неизвестных n  )( nr < . 

На практике процедуру исследования систем линей-
ных алгебраических уравнений проводят следующим обра-
зом. 
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Пусть система уравнений задается соотношением (1.4). 

Дальнейшие исследования проводят с расширенной матрицей 
системы: 
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Очевидно, что в данном случае имеет место соотношение 
nr < . Такая матрица с помощью гауссовых исключений сво-

дится к ступенчатому виду. 
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Тогда соответствующая эквивалентная система будет 

представлена в виде: 
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     В таком случае задача исследования  системы состоит в 
том, чтобы описать ее общее решение. Для этого необходимо 



 40 

базисные переменные выразить через свободные.  Итак, име-
ем 
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Последнее соотношение и определяет общее решение 
системы. Положив свободные сменные равными нулю, 

01 =+rx , 02 =+rx , …, 0=nx и вычислив значения базисных 
переменных, получают одно из частных решений исследуе-
мой системы 

'11 bx = ;  '22 bx = ; … ; 'rr bx = , 
01 =+rx , 02 =+rx , …, 0=nx . 

Непосредственно процесс исследования системы проил-
люстрируем на примере. 

 
Задача1.9. Выполнить общее исследование системы ли-

нейных алгебраических уравнений 
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Решение 
1. Выпишем расширенную матрицу системы и выполним 

соответствующие гауссовые исключения. 
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2. На основании анализа матрицы 
 















 −

11
2|

11
7

11
610

11
1|

11
2

11
1401

 

 
получим: 

а) r(A) = 2; r(A,¯) = 2. Таким образом, r(A) = r(A,¯) и ис-
ходная система совместная; 

б) r = 2; n = 4. Итак, исходная система будет иметь бес-
численное множество решений, и ее исследование будет со-
стоять в том, чтобы описать это множество; 

в) исходная система имеет две )2( =r базисные перемен-
ные и две )224( =−=− rn свободные переменные. 

3. На основании матрицы 
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можно записать систему, эквивалентную исходной: 
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Очевидно, что за базисные переменные следует при-
нять переменные 1x  и 2x , а свободными будут переменные 3x  
и 4x . 

4. Опишем общее решение исходной системы 
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5. Проверку правильности найденного решения выполним 
по одному из базисных уравнений системы, например, по 
первому: 

11134
11
35

11
30

11
10

11
2

11
14

11
1

434343 ≡⇒=++−−++− xxxxxx  

Итак, общее решение системы найдено верно. 
6. Опишем некоторую совокупность частных реше-

ний. Для этого свободным переменным 43 , xx предоставим не-
которые числовые значения и вычислим значения базисных 
переменных 21, xx Результаты внесем в таблицу. 

1x  2x  3x  4x  
1/11 2/11 0 0 

-3/11 -4/11 1 0 
-1 1 1 1 
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Раздел 2.  ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И  

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

Тема 2.1. Векторы. Основные понятия и определения 
 
В математике и ее приложениях встречаются различные вели-

чины. Некоторые из них (длина, площадь, объем, масса) полностью 
определяются числом. Такие величины называют скалярными. Для 
определения других величин одного числового значения недоста-
точно, необходимо еще указать и присущее им направление (к та-
ким величинам относят силу, скорость, ускорение и т. д.). Такие 
величины называют векторными. 

Определение 2.1. Отрезок прямой линии называют направлен-
ным отрезком или вектором, если указано, какой из его концов 
считают за начало, а какой за конец.  

Графически векторы обозначают следующим образом: 
 
 
 
 
Длину вектора обычно называют его модулем и обозначают 

а , АВ .  

Определение 2.2. Векторы, лежащие на параллельных прямых, 
называются коллинеарными. 

Определение 2.3. Векторы называются компланарными, если 
они после сведения к общему началу лежат в одной плоскости. 

Проекция вектора на ось 

Проекция вектора АВ  на ось OX  употребляется в двух поня-
тиях: геометрическом и алгебраическом. 

Определение 2.4. Векторной проекцией вектора АВ  на ось 
OX  называется вектор 11BA , где 1A  и 1B соответственно проек-
ции точек начала и конца вектора (рис. 2.1). 



 44 

Рис. 2.1. 
Определение 2.5. Скалярной проекцией вектора AB  на ось 

OX  называется длина вектора 11BA , взятая со знаком плюс (если 
направления вектора 11BA  и оси OX  совпадают) или минус (если 
направления вектора 11BA  и оси OX  противоположны). В соот-
ветствии с приведенным определением имеем: 
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Непосредственно процесс вычисления алгебраической проек-
ции вектора на ось осуществляется путем применения теоремы 2.1. 

Теорема 2.1. Проекция вектора AB  на ось OX  равна произве-
дению модуля вектора AB  на косинус угла между вектором AB  и 
осью OX . 

В соответствии с приведенной теоремой, имеем 
 ϕcos⋅= ABABПРOX . 

Здесь ϕ - угол между вектором AB  и осью OX . 
Теорема 2.2. Проекция суммы векторов на ось равна сумме 

проекций слагаемых на ту же ось. В соответствии с теоремой име-
ем 
 ( ) cПРbПРaПРcbaПР OXOXOXOX ++=++ . 

Линейная зависимость векторов 

Применяя линейные операции над векторами naaa ,,..., 21 , 
можно составлять выражения вида:  
 nnaaaa λλλλ ++++ ...332211 , 

X 
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которые называются линейными комбинациями векторов, где 
nλλλλ ,...,,, 321 - числа, называемые коэффициентами линейной 

комбинации.  
Определение 2.6. Векторы naaa ,...,, 21 называются линейно 

зависимыми, тогда и только тогда, когда существуют действитель-
ные числа nλλλλ ,...,,, 321 , не все равные нулю одновременно, 
для которых имеет место равенство: 
 0...332211 =++++ nnaaaa λλλλ  

Определение 2.7. Векторы naaa ,...,, 21  называются линейно 
независимыми, если их линейная комбинация обращается в нуль 
только при равенстве нулю всех коэффициентов линейной комби-
нации. 

Заметим, что совокупность векторов naaa ,...,, 21  называют 
системой векторов. 

Условия линейной зависимости векторов представим в виде 
следующих теорем.  

Теорема 2.3. Система векторов naaa ,...,, 21  линейно зависима 
тогда и только тогда, когда, по крайней мере, один из этих векторов 
можно представить в виде линейной комбинации остальных. 

Теорема 2.4. Два вектора линейно зависимы тогда и только то-
гда, когда они коллинеарны. 

Теорема 2.5. Три вектора линейно зависимы тогда и только то-
гда, когда они компланарны. 

Тема 2.2. Векторный базис. Координаты вектора 
Определение 2.8. Упорядоченная система линейно независи-

мых векторов векторного пространства называется его базисом, 
если любой вектор этого пространства можно представить в виде 
линейной комбинации векторов этой системы. 

Число векторов, которые образуют базис, называется размер-
ностью пространства. 

Отметим следующие фундаментальные утверждения. 
Утверждение 2.1. Любая упорядоченная тройка некомпла-

нарных векторов 321 ,, eee  образует базис в пространстве. 
Утверждение 2.2. Любая упорядоченная пара неколлинеарных 
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векторов 21, ee , принадлежащих данной плоскости, образует базис 
на этой плоскости. 

Геометрическая интерпретация векторного базиса в простран-
стве представлена на рис. 2.2. 

Здесь 321 ,, eee  - векторы, образующие базис в пространстве. 
Вектор a  - произвольный вектор пространства. При этом оче-

видно, что 
 332211 eeea λ+λ+λ= . 

 
Рис. 2.2. 

Пусть 321 ,, eee  - произвольный базис в пространстве. Тогда 
для любого вектора a  существуют действительные числа ZY,X,  
такие, что выполняется равенство: 
 321 ezeyexa ++=   (2.1) 

Равенство (2.1) принято называть разложением вектора a  по 
базису 321 ,, eee , а упорядоченную систему чисел zyx ,, - коорди-
натами вектора a  в этом базисе. 

Теорема 2.6. Каждый вектор векторного пространства одно-
значно раскладывается по базису 321 ,, eee . 

Следствие теоремы 2.6. Равные векторы имеют равные соот-
ветствующие координаты в данном базисе, и, наоборот, если соот-
ветствующие координаты двух векторов в некотором базисе равны, 
то равны и сами векторы. 

Арифметические операции над векторами, заданными своими 

a
2e

1e

3e
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координатами, выполняется в соответствии с теоремой 2.7. 
Теорема 2.7. При сложении векторов их соответствующие ко-

ординаты  в произвольном базисе 321 ,, eee  складываются, а при 
умножении вектора на произвольное число α , каждая координата 
умножается на это число. 

Таким образом, если векторы a  и b  представлены в некото-
ром базисе 321 ,, eee  
 312111 ezeyexa ++= , 
 322212 ezeyexb ++= , 

то в соответствии с теоремой 2.7  
 ( ) ( ) ( ) 321221121 ezzeyyexxba ±+±+±=± , 
 ( ) ( ) ( ) 312111 ezeyexa α+α+α=α . 

Аффинная система координат 
Афинная система координат в пространстве определяется за-

данием базиса 321 ,, eee  с общим началом в фиксированной точке 
O , которая называется началом координат. 

Прямые линии, которые проходят через начало координат в 
направлении базисных векторов, называются осями координат. 
Оси, как правило, обозначают символами ZY,X,  и называют соот-
ветственно осями абсцисс, ординат, аппликат (Рис. 2.3). 

Вектор OM , который соединяет начало координат с произ-
вольной точкой M , называется радиус-вектором точки M .  

Рис. 2.3. 
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Определение 2.9. Аффинными координатами точки M  называют 
координаты его радиус-вектора OM  в данном базисе. 

При этом записывают { }z,x,OM y=  или ( )zy,x,OM = . 

Декартова прямоугольная система координат (ДПСК) 

Базис называют ортонормированным, если его векторы еди-
ничные и попарно-ортогональные. 

Система координат, базис которой ортонормированный, назы-
вается декартовой прямоугольной системой координат (ДПСК). 
Базисные векторы этой системы координат в пространстве обозна-
чаются соответственно  kji ,, . 

Рис. 2.4. 
Разложение произвольного вектора a  в ДПСК имеет вид:  

 kzjyixa ++=  или { }zyxa ,, , или ( )zyxa ;;= . 
В общем случае, прямоугольными координатами вектора a  

называются алгебраические проекции вектора a  на оси координат. 
Рассмотрим некоторые задачи. 

Задача 2.1. Выяснить, будут ли векторы )5;1;3(1 −=x  и 
( )15;3;92 −=x  линейно  зависимыми.  

Решение 
Два вектора будут линейно зависимыми тогда и только тогда, 

когда существуют числа 1λ  и 2λ , хотя бы одно из которых не рав-
но нулю, для которых справедливо равенство: 



 49  

 02211 =+ xx λλ  
Запишем последнее равенство в координатной форме  

 { } { } { }0,0,015;3;95;1;3 21 =−−+− λλ . 
Выполняя операции умножения вектора на число и сложения 

векторов, получим: 
 { } { }0,0,0155;3;93 212121 =−−+− λλλλλλ . 

Из последнего соотношения получаем систему: 

 








=λ−λ
=λ−λ

=λ+λ−

0155
03

093

21

21

21

 

При этом, имеем 21 3λ=λ , или 
 03 2212 =λ+λ xx , 
т.е. 
 12 3xx −= . 

Таким образом, векторы 1x и 2x  линейно  зависимы. 
Задача 2.2. Могут ли векторы ( )1;3;21 −=x , ( )5;1;32 −=x  и 

( )3;4;13 −=x  образовывать базис?  
Решение 

Векторы 21, xx  и 3x  будут образовывать базис, если они ли-
нейно независимы. При этом имеем: 
 0332211 =++ xxx ααα  
при 0321 =α=α=α . 

Представляя линейную комбинацию заданных векторов в ко-
ординатной форме, получим: 
 { } { } { } { }0;0;03;4;15;1;31;3;2 321 =−+−+− ααα , 

Упрощая последнее выражение, придем к соотношению:  
 { } { }0;0;035;43;32 321321321 =α+α+αα−α−α−α+α+α , 

Для определения 321, ααα  составим систему уравнений: 
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







=α+α+α
=α−α−α−
=α+α+α

035
043
032

321

321

321

 

Определитель системы имеет вид: 

 035
351
413
132

≠=−−−=∆  

Следовательно, представленная однородная система уравнений 
имеет единственное нулевое решение:  
 0321 =α=α=α  

Таким образом, исходная система векторов линейно независи-
ма, а, значит, образует базис в пространстве. Причем, этот базис 
будет аффинным. 

Задача 2.3. Векторы ( ) ( ) ( )1;1;1,0;1;1,0;0;1 === cba  обра-
зуют базис в пространстве. Найти координаты вектора kid −= 2  
в этом базисе. 

Решение 
Если векторы cba ,,  образуют базис в пространстве, то про-

извольный вектор d  можно представить в базисе cba ,,  следую-
щим образом: 
 cbad γ+β+α= . 

При этом имеют 
 { } { } { } { }1;1;10;1;10;0;11;0;2 γβα ++=−  
или  
 { } { }γγβγβα ;;1;0;2 +++=−  

Приравнивая соответствующие координаты векторов, полу-
чим: 

 








−=γ
=γ+β
=γ+β+α

1
0
2

  

Решая эту систему уравнений, находим 
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 1;1;2 −=γ=β=α . 
Таким образом, вектор d  в исходном базисе имеет координаты: 

( )1;1;2 −=d , a его разложение в базисе cba ,,  записывается в 
виде:  
 cbad −+= 2 . 

Выражение вектора через радиус-векторы  

его начала и конца 

Пусть в декартовой прямоугольной системе координат задан 
произвольный вектор AB . При этом точки его  начала и конца 
имеют следующие координаты ( )111 ,, zyxA  и ( )222 ,, zyxB  (рис. 
2.5).  

 

 
Рис. 2.5 

Тогда 12 rrAB −= или в координатной форме  

( )121212 ;; zzyyxxAB −−−= . 
Вывод: Чтобы определить координаты вектора AB , необходи-

мо из координат его конца вычесть соответствующие координаты 
его начала. 

Тема 2.3. Скалярное произведение векторов 
Определение 2.10. Скалярным произведением двух векторов 

r1

r2

AB
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называется число, равное произведению длин этих векторов на ко-
синус угла между ними. 

Скалярное произведение векторов a и b обозначается ba ⋅ или 
( )ba, . Таким образом, в соответствии с определением, имеем 
 ϕ⋅⋅=⋅ cosbaba , 

где ϕ - угол между векторами a и b . 
Теорема 2.8. Если два вектора заданы своими декартовыми 

прямоугольными координатами 
 ( )111 ,, zyxa =  и ( )222 ,, zyxb = , 
то их скалярное произведение равно сумме произведений одно-
именных координат, т.е. 
 212121 zzyyxxba ++=⋅ . (2.2) 

Некоторые приложения скалярного произведения 

а) Вычисление модуля вектора 
Если положить, что ba = , то из соотношения (2.2) имеем 

 ( ) 22
1

2
1

2
1, azyxaa =++= , 

откуда определяем модуль вектора a : 

 2
1

2
1

2
1 zyxa ++= .  

б) Нахождение угла между векторами 
Скалярным произведением двух векторов можно воспользо-

ваться для вычисления угла между векторами: 

 
( )

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121,cos
zyxzyx

zzyyxx
ba
ba

++⋅++

++
=

⋅
=ϕ .  

 

Направляющие косинусы вектора 

Обозначив через γβα и,,  углы между вектором a и векторами 
kji ,, соответственно, можно определить углы между заданным 

вектором и соответствующими осями координат. При этом: 
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a
z

a
y

a
x 111 cos;cos;cos === γβα . 

 Для направляющих косинусов справедливо соотношение 
1coscoscos 222 =+∈ γβα . 

Задача 2.4. Даны координаты вершин треугольника 
)2;1;1(),2;3;1(),2;1;0(: −−CBAABC . Средствами векторной ал-

гебры найти длину стороны AB и  внутренний угол А.  
Решение 

а) Определим длину стороны AB . Найдем координаты вектора 
AB  
 ( ) ( )0;2;1)22();13();01( =−−−=AB  
или  
 jiAB 2+= . 

Далее имеем: 
 521 2 =+=AB  (лин. ед.) 

б) Определим угол между сторонами AB  и AC .  
Задача сводится к определению угла между векторами AB  и 

AC . 
 ( )0;2;1=AB  ( ) ( )4;2;1)22();11();01( −−=−−−−=AС . 
Тогда 

 ( ) ( )
105
3

215
042211cos −=

⋅

⋅−+⋅−+⋅
=α  

 868,1
105
3arccos ≈








−=α  
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Тема 2.4. Прямая на плоскости 
Две взаимно перпендикулярные прямые, на каждой из которых 

указано положительное направление и масштаб, образуют прямо-
угольную декартову систему координат (рис. 2.6). : 

Рис. 2.6. 
 

Точка O  называется началом координат, ось OX - осью абсцисс, 
ось OY  -осью ординат. Положение на плоскости любой точки M  
определяется двумя числами (координатами): 00 yx и  (рис.2.6). 

 

Теорема 2.9. Расстояние d  между точками ( )11; yxA  и 
( )22 ; yxB  (рис.2.7) измеряется по формуле 

( ) ( )2
12

2
12 yyxxd −+−=  

Рис. 2.7. 
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Теорема 2.10. Если точка ( )33 ; yxC  делит отрезок AB  в отно-

шении 
CB
AC

=λ  ( λ  называется коэффициентом пропорционально-

сти), то ее координаты находят так; 

 
.

1

,
1

21
3

21
3

λ+

λ+
=

λ+

λ+
=

yyy

xxx
 

Следствие В частном случае, когда отрезок делится пополам, 
1=λ , получим так называемые формулы половинного деления: 

 
.

2

,
2

21
3

21
3

yyy

xxx

+
=

+
=

 

Теорема 2.11. Площадь треугольника S  с известными верши-
нами СBA и,  равна; 

 

321

321

111

2
1

yyy
xxxS =  

В декартовом базисе прямая изображается уравнением первой 
степени с двумя неизвестными x  и y  

Рассмотрим различные формы задания уравнения прямой на 
плоскости.  

Теорема 2.12.  В прямоугольной системе координат OXY  лю-
бая прямая задается уравнением первой степени, называемым об-
щим уравнением прямой 
 0=++ CByAx , 
где CBA ,,  - постоянные коэффициенты, причем 022 ≠+ BA . 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом имеет вид:  

 bkxy +=  
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Здесь параметры k  и b  имеют определенный геометрический 
смысл (рис 2.8). 

Рис. 2.8. 
 

α= tgk  и называется угловым коэффициентом. 
α  - угол, образованный прямой с положительным направле-

нием OX . В качестве положительного направления измерения уг-
ла α  принято направление против хода часовой стрелки (рис. 2.8).  

b    –   отрезок, отсекаемый прямой на оси ординат. 
Выполнив несложные алгебраические преобразования, можно 

от общего уравнения прямой перейти к уравнению прямой с угло-
вым коэффициентом. При этом 

 
B
Ak −= ,       

B
Cb −=  

Уравнение прямой в отрезка на осях  выглядит так: 

 1=+
b
y

a
x . 

Здесь a  и b - отрезки, отсекаемые прямой на осях абсцисс и 
ординат соответственно. Их связь с коэффициентами общего урав-
нения 
    

 
 
В этой форме можно представить уравнение прямой, не прохо-

дящей через начало координат, т.е. если 0≠C . 
Нормальное уравнение прямой:  

,
A
Ca −= .

B
Cb −=
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 0sincos =−ϕ+ϕ pyx . 
Геометрический смысл коэффициентов этого уравнения: 

 p  - длина перпендикуляра, опущенного из начала коорди-
нат на прямую; ϕ  - угол, образованный этим перпендикуляром с 
положительным направлением оси OX (рис. 2.9.). 

Рис. 2.9. 
Чтобы перейти к этому виду уравнения прямой, необходимо 

умножить все члены общего уравнения на нормирующий множи-
тель 

 
22

1
BA +±

=µ . 

Знак µ  выбирается таким образом, чтобы  
 0<µC . 

Уравнение пучка прямых описывает множество прямых, про-
ходящих через точку );( 11 yxA  с известными координатами: 
 ( )11 xxkyy −=− . 

Уравнение прямой, проходящей через две точки ( )11; yxA  и 
( )22 ; yxB : 

 
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

−

−
=

−

− . 

Угол между прямыми ϕ  в зависимости от формы задания 
уравнений прямых может быть найден по формулам: 
  
 . ,

1 21

12

kk
kktg

+
−

=ϕ .
2121

1221

BBAA
BABAtg

+
−

=ϕ
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Здесь угол ϕ  измеряется от прямой с угловым коэффициентом 

1k  до прямой с угловым коэффициентом 2k  (рис. 2.10.): 

Рис. 2.10. 
 

Из этих формул легко выводятся условия параллельности 

21 kk =  или 
2

1

2

1

B
B

A
A

=  

и перпендикулярности прямых: 

2
1

1
k

k −=  или 02121 =+ BBAA . 

Координаты точки пересечения двух прямых определяются как 
решение системы, составленной из уравнений этих прямых.  

Теорема 2.13.  Расстояние d  от точки ( )00 ; yxM  до прямой 
0=++ CByAx  (или 0sincos =−ϕ+ϕ pyx ) определяется по 

формулам: 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
=  или pyxd −ϕ+ϕ= sincos 00 . 

 
Задача 2.5. Дано общее уравнение прямой 01832 =+− yx . 
Написать: а) уравнение с угловым коэффициентом; б) уравне-

ние в отрезках; в) нормальное уравнение. Построить прямую. 
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Решение 
а) Оставим член с y  слева, а остальные перенесем в правую 

часть уравнения. Затем разделим обе части на коэффициент при y , 
т.е. на (-3). В результате получим уравнение с угловым коэффици-
ентом 

.6
3
2

+= xy  

б) Исходное уравнение разрешается относительно свободного 
члена, а затем его левая и правая часть делится на величину сво-
бодно члена.  

1
69

=+
−

yx
. 

в) На первом этапе определяется нормирующий множитель 

13
1

32
1

22 −
=

+−
=µ . 

 
Далее левая и правая части исходного уравнения делятся на нор-
мирующий множитель и получают нормальное уравнение вида 
 

0
13

18
13
3

13
2

=−+
− yx . 

 
Задача 2.6. Написать уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )3;4A  и отсекающей от координатного угла треугольник, 
площадью, равной 3 (кв. ед.). 

Решение 
Очевидно, что таких прямых будет две, а треугольники образо-

ваны во второй и четвертой четвертях (рис. 2.11.). 
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Рис. 2.11. 

Запишем уравнение пучка прямых, проходящих через точку 
( )3;4A : 

 ( )43 −=− xky  
Преобразуем его к уравнению в отрезках: 

 1
3434

=
+−

+
− k

y

k
k
x . 

Таким образом, .34,34
+−=

−
= kb

k
ka   

Так как a  и b  имеют разные знаки, то площадь указанных в 
условии задачи треугольников может быть найдена по формуле 

 abS
2
1

= . 

Отсюда Sab 2=  или 

 
( ) .093016634 2

2

=+−⇒=
−

− kk
k

k
 

Решив квадратное уравнение, найдем 

 .
2
3,

8
3

21 == kk  

Тогда уравнения прямых будут иметь вид: 
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 ( ) ( )4
2
334

8
33 −=−−=− xyиxy  

 
Задача 2.7. Дан треугольник с вершинами в точках 

( ) ( )4;2,0;2 BA −  и ( )0;4C . Написать уравнения сторон треуголь-
ника, медианы AE , высоты AD . Найти длины медианы AE  и 
высоты AD , внутренний угол треугольника при вершине A , пло-
щадь треугольника ABC . 

Решение 
Построим треугольник с указанными вершинами и отметим 

все перечисленные элементы (рис. 2.12.). 

 
Рис. 2.12 

 

Уравнения сторон треугольника получим, используя уравнения 
прямой, проходящей через две точки. 

 

.02

,
4

2
4

,
22
2

04
0:

=+−

+
=

+

+
=

−

−

yx

xy

xyAB
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.082

,
2

2
4
4

,
24
2

40
4:

=−+

−
=

−

−
−

−
=

−

−

yx

xy

xyBC

 

 

.0

,
6

2
2

,
24
2

00
0:

=

+
=

+

+
=

−

−

y

xy

xyAC

 

Уравнение AC  можно было бы записать и без таких выкладок, 
учитывая, что обе точки лежат на оси OX . 

Для нахождения уравнения медианы AE  предварительно оп-
ределим координаты точки E  как середины отрезка BC : 

 

( ).2;3

,2
2

04

,3
2

42

E

y

x

=
+

=

=
+

=

 

Тогда уравнение медианы AE  будет иметь вид 

 

.0452

,
5

2
2

,
23
2

02
0

=+−

+
=

+

+
=

−

−

yx

xy

xy

 

Длину AE  определим как расстояние между точками A  и E : 
 ( ) ( ) 290232 22 =−++=d  (лин. ед.). 

Запишем уравнение пучка прямых, проходящих через вершину 
A : 

 ( ).2+= xky  
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Так как высота AD  перпендикулярна стороне треугольника 
BC , то их угловые коэффициенты связаны так: 

 .1

BC
AD k

k −=  

Из уравнения BC  легко найти 2−=BCk . Тогда 
2
1

=ADk  и 

уравнение высоты AD  будет 

 ( )2
2
1

+= xy   или 

 022 =+− yx . 
Длину высоты AD  определим как расстояние от точки A  до 

прямой BC : 

 
( )

5
12

14
80122

22

00 =
+

−⋅+−⋅
=

+

++
=

BA

CByAx
d  (лин. ед.) 

Так как мы установили общие уравнения прямых AB  и AC , 
то воспользуемся соответствующей формулой для определения уг-
ла при вершине A  треугольника ABC . 

 

.45

,1
1
1

2121

1221

°=α

=
−

−
=

+

−
=α

BBAA

BABA
tg

 

Площадь треугольника ABC  равна 

 1264
2
1

42
11

4
2
1

040
422
111

2
1

=⋅−=
−

−=−=S  (кв. ед.) 

Задача 2.8. Найти точку пересечения медиан и точку пересече-
ния высот треугольника, вершины которого ( ) ( )5;2,2;4 −− BA  и 

( )0;5C . 
Решение 
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Строим треугольник, указываем точки пересечения его медиан 
(E) и высот (F) (рис. 2.13.).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2.13. 
Определим координаты точки D  как координаты середины 

отрезка BC , воспользовавшись формулами половинного деления 

 

.
2
5;

2
7

,
2
5

2
05

,
2
7

2
52









−

−=
+−

=

=
+

=

D

y

x

 

Для определения координат точки пересечения медиан E  вос-
пользуемся свойством этой точки, согласно которому она делит 
медиану AD  в отношении 1:2 , считая от вершины, т.е. 

2==λ
ED
AE . Тогда для точки E  

 

Е 
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( ).1;1

.1
21

2
522

,1
21

2
724

E

y

x

−=
+







−+

=

=
+

⋅+−
=

 

Треугольник ABC  является равнобедренным, так как длины 
сторон AB  и AC  равны:  

( ) ( ) 8549362542 22
1 =+=−−++=d  (лин. ед.) 

( ) ( ) 854812045 22
2 =+=−++=d  (лин. ед.) 

Следовательно, медиана AD  будет и высотой. Поэтому урав-
нение высоты AD  определим как уравнение прямой, проходящей 
через точки DA и : 

 

.0253

,

2
15

4

2
9
2

,
4

2
7

4

2
2
5

2

=++

+
=

−

−

+

+
=

−−

−

yx

xy

xy

 

Уравнение пучка прямых, проходящих через точку C  может 
быть записано как  
 ( )5−= xky . 

Уравнение стороны  AB  как  уравнение прямой, проходящей 
через известные точки A и B : 



 66 

 

,
3
8

6
7

)(01667

,
6

4
7
2

,
42
4

25
2

−−=

=++

+
=

−
−

+
+

=
−−

−

xy

илиAByx

xy

xy

 

отсюда .
6
7

−=ABk  

Так как высота CG  перпендикулярна AB , то ее угловой ко-

эффициент 
7
61

1

=−=
k

kCG  и уравнение CG  будет  

 ( )5
7
6

−= xy  или .03076 =−− yx  

Координаты точки F  пересечения высот CG  и AD  опреде-
лим из решения системы, составленной из уравнений высот: 

 




=−−
=++

.03076
,0253

yx
yx

 

Решая систему, находим 2,
3
8

−== yx . Таким образом, точка пе-

ресечения высот 





 −2;

3
8F . 
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Раздел 3. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

Тема 3.1.  Понятие функции 

В зависимости от условий протекания физических процессов 
одни величины принимают постоянные значения и называются 
константами, другие - изменяются в определенных условиях и на-
зываются переменными. 

Внимательное изучение окружающей среды показывает, что 
физические величины зависимы друг от друга, т. е. изменение од-
них величин влечет за собой изменение других. 

Математический анализ занимается изучением количествен-
ных соотношений взаимно изменяющихся величин, отвлекаясь от 
их конкретного физического смысла. Одним из основных понятий 
математического анализа есть понятие функции. 

Рассмотрим элементы множества Xx ∈  и элементы множест-
ва Yy ∈  (рис. 3.1.). 

 
Рис. 3.1 

Если устанавливается некоторое соответствие между элемен-
тами множеств X  и Y  в виде правила f , то тем самым отмечают, 
что определяется функция )(xfy = . 

Определение 3.1. Соответствие f , которое связывает с каждым 
элементом x  не пустого множества X  некоторый, вполне опреде-
ленный, элемент y  непустого множества Y , называется функцией 
или отображением X  в Y .  

Символически отображение X  в Y  записывается следующим 
образом: 
 YXf →: .  

При этом множество X  называется областью определения 
(существования) функции и обозначается ( )fD . 
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В свою очередь, множество Y  называется областью значений 
функции и обозначается ( )fE . 

Кроме того, необходимо отметить, что элементы множества X  
называют независимыми переменными или аргументами, элементы 
множества Y  называют зависимыми переменными.  

Способы задания функции 

Функция может задаваться следующими основными способа-
ми: табличным, графическим, аналитическим. 

Если на основании экспериментальных данных составляют 
таблицы, в которых содержатся значения функции и соответст-
вующие им значения аргумента, то такой способ задания функции 
называют табличным. 

В то же время, если некоторые исследования результата экспе-
римента выводят на регистратор (осциллограф, самописец и т. д.), 
то отмечают, что функция задается графически. 

Наиболее распространенным есть аналитический способ зада-
ния функции, т.е. способ, при котором с помощью формулы связы-
вают независимую и зависимую переменные. При этом существен-
ную роль играет область определения функции: 
 22 x yxy ==                           

и 
 [ )+∞∈∈ ;01 xRx                           
разные, хотя они и задаются одинаковыми аналитическими соот-
ношениями. 

Если задают только формулу функции ( )xfy = , то считают, 
что область определения этой функции совпадает с множеством 
тех значений переменной x , для которых выражение ( )xf  имеет 
смысл. В этой связи особую роль играет проблема нахождения об-
ласти определения функции.  

Задача 3.1. Найти область определения функции 

 
2

13arcsin321 −
+−=

xxy   
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Решение 
Первое слагаемое принимает действительные значения при 

021 ≥− x , а второе при ( ) 12131 ≤−≤− x . Таким образом, для 
нахождения области определения заданной функции необходимо 
решить систему неравенств:  

 ( )
( )








−≥−
≤−

≥−

.1213
,1213

,021

x
x

x
  

В результате решения такой системы получают 
31;1;21 −≥≤≤ xxx      . Следовательно, область определения 

функции есть отрезок [ ].21;31   − . 

Простейшие преобразования графиков функций 

Построение графиков функций можно существенно упростить, 
если пользоваться известными графиками основных элементарных 
функций. Основными элементарными функциями называются сле-
дующие функции: 

1) степенная функция α= xy  где 1R∈α ; 
2) показательная функция xay =  где a  - любое положитель-

ное число, отличное от единицы: 0>a  и 1≠a ; 
3) логарифмическая функция xy alog= , где a  - любое поло-

жительное число, отличное от единицы: 0>a  и 1≠a ;  
4) тригонометрические функции ;sin xy = ;cosxy =  

;tgxy =  ;ctgxy =  xy sec= ; xy eccos= . 
5)обратные тригонометрические функции xy arcsin= ; 

xy arccos= ; arctgxy = ; arcctgxy = . 
Элементарными функциями называются функции, получаю-

щиеся из основных элементарных функций с помощью четырех 
арифметических действий и суперпозиций, примененных конечное 
число раз. 

Простые геометрические преобразования также позволяют уп-
ростить процесс построения графика функций. Эти преобразования 
основываются на следующих утверждениях: 



70 

1. График функции y = f(x + a) есть график y = f(x), сдвинутый 
(при a >0  влево, при a < 0 вправо) на |a| единиц параллельно оси 
Ox. 

2. График  функции y = f(x) + b есть график y = f(x), сдвину-
тый (при b >0  вверх, при b < 0 вниз) на | b | единиц параллельно 
оси Oy. 

3. График  функции y = mf(x) (m≠0) есть график y = f(x), рас-
тянутый (при m >1 ) в m раз или сжатый (при 0< m < 1) вдоль оси 
Oy. При  –∞ < m < 0 график функции y = mf(x) есть зеркальное 
отображение графика y = –mf(x) от оси O x. 

4. График функции y = f(kx) есть график y = f(x), сжатый (при 
k >1)  в k раз или растянутый ( при 0< k < 1 ) вдоль оси Ox. При  –∞ 
< k < 0 график функции y = f(kx) есть зеркальное отображение гра-
фика y = f(–kx) от оси Oy. 

 
Тема 3.2. Предел числовой последовательности 

Числовые последовательности 
В математическом анализе переменная величина рассматрива-

ется как множество чисел, расположенных в определенном порядке 
(упорядоченное числовое множество). 

Простейшим примером переменной величины есть числовая 
последовательность, т. е. такая последовательность, когда каждо-
му натуральному числу n  ставится в соответствии число nx . Тогда 
отмечают, что задана числовая последовательность 

,...,...,,, 321 nxxxx  или { }nx . 
Определение 3.2. Последовательностью действительных чисел 

называется функция, которая определена на множестве всех нату-
ральных чисел. 

Символически определение 3.2 можно представить в виде 
 1: RNf →   

Общий член последовательности nx  является функцией нату-
рального аргумента n , т. е. ( )nfx = .  
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Функцию ( )nf  можно задавать как аналитически, так и любым 

другим способом. Например, если 
n

xn
1

= , то последовательность 

{ }nx  представляется в виде: 

 ,...1,...,
4
1,

3
1,

2
1,1

n
  

Последовательность считается заданной, если указан способ 
получения любого её члена. 

Числовые последовательности могут быть как сходящимися, 
так и расходящимися. Сходящиеся последовательности всегда 
имеют предел. 

Определение 3.3. Число a  называется пределом последова-
тельности { }nx , если для любого наперед заданного 0>E , каким 
бы малым оно ни было, можно указать (существует) такой номер 
N , что для всех членов последовательности с номерами Nn >  
выполняется неравенство Eaxn <− . 

То обстоятельство, что последовательность { }nx  имеет предел, 
который равен числу a , символически записывается следующим 
образом: 
 axnn

=
∞→

lim                   или                    axn →   

                                                                               при ∞→n  
Краткую форму записи определения 3.3 можно представить в 

виде 

 defxa nn ∞→
= lim

( )
( ) EaxNn

ENNE

n
<−⇒>

≡∃>∀ ,0
  

Из определения предела числовой последовательности следует, 
что если последовательность { }nx  имеет пределом число a , то 
члены последовательности при всех Nn >  удовлетворяет нера-
венству 
 EaxE n <−<−   

Интервал ( )EaEa +− ,  называют « E  - окрестностью» точки 
a . 



72 

 Принимая во внимание отмеченное, понятие предела числовой 
последовательности можно сформулировать с точки зрения его 
геометрической интерпретации. 

Определение 3.4. Число a  есть предел последовательности 
{ }nx , если какая бы ни была E  - окрестность точки a , начиная с 
некоторого номера N  все значения nx  будут попадать в эту окре-
стность, т. е. за пределами интервала ( )EaEa +− ,  остается толь-
ко вполне определенное число членов последовательности.  

Задача 3.2. Показать, что при ∞→n  последовательность 

 ,...,...,,,,
n

   12
4
12

3
12

2
123 + '  

имеет пределом число 2. 
Здесь общий член последовательности записывается в виде 

n
xn

12 += . Возьмем произвольное число 0>E  и определим N  

так, чтобы при Nn >  выполнялось неравенство E
n

<−







+ 212 , 

то есть здесь E
n

<
1 . Последнее неравенство справедливо для 

E
n 1

> . В таком случае для N  можно взять целую часть 
E
1 , 

т. е. 







=

E
N 1inf . Тогда для любых Nn >  будет выполняться 

неравенство 

 E
n

<−







− 212 .  

Последнее означает, что предел заданной числовой последова-
тельности будет равен 2, т. е. 

 212lim =







+

∞→ nn
.  
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Допустим, что 01,0=E , тогда 100=N . За n  можно взять, 

например, число 200, тогда 
200

12200 −=x  и 

 
100

12
200

12 <−







− .  

 
Последнее и доказывает, что число 2 будет пределом заданной 

числовой последовательности. Очевидно, что от величины E  зави-
сит то число членов последовательности, которое не попадает в E -
окрестность точки a . 

Бесконечно малые, бесконечно большие. Связь между беско-
нечно малыми и бесконечно большими 

Определение 3.5. Последовательность { }nx  называется беско-
нечно большой, если для любого сколь угодно большого числа 

0>M  найдется такой номер N , что для всех Nn >  справедливо 
неравенство Mxn > .  

Тот факт, что последовательность { }nx  бесконечно большая, 
символически записывается следующим образом: 
    lim ∞=

∞→ nn
x   или   −∞=

∞→ nn
xlim    

Рассмотрим последовательности  
 { } { } ∞→∞→= nn xnnx          при            ,,2 ;  

 { } −∞→∞→








= nn xn
n

x          при            ,,1ln   

Таким образом, представленные последовательности будут 
бесконечно большими. Такие последовательности называются рас-
ходящимися. 

Определение 3.6. Последовательность называется беско-
нечно малой или нуль - последовательностью, если выполня-
ется условие 0lim =

∞→ nn
x . 

Теорема 3.1. Алгебраическая сумма двух бесконечно малых 
есть величина бесконечно малая. 
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Теорема 3.2. Произведение ограниченной последовательности 
и бесконечно малой есть последовательность бесконечно малая. 

Непосредственно связь между бесконечно малыми и бесконеч-
но большими устанавливают следующие утверждения. 

Утверждение 3.1. Величина, обратная к бесконечно большой, 
есть бесконечно малая, т.е. 

если 01, →∞→
n

n
x

x          то . 

Утверждение 3.2. Величина, обратная к бесконечно малой, есть 

бесконечно большая, т.е. если ∞→→
n

n
1    то     

α
α ,0 . 

Практическое вычисление пределов числовых последователь-
ностей основывается на следующих теоремах. 

Теорема 3.3 Последовательность может иметь не более одного 
предела (теорема единственности предела числовой последова-
тельности).  

Теорема 3.4. Алгебраическая сумма двух сходящихся последо-
вательностей есть последовательность сходящаяся, и ее предел ра-
вен сумме пределов слагаемых последовательностей.  

Согласно теореме имеем 
 ( ) nnnnnnn

yxyx
∞→∞→∞→

±=± limlimlim   

Теорема 3.5. Произведение двух сходящихся последовательно-
стей есть последовательность сходящаяся, и ее предел равен произ-
ведению пределов заданных последовательностей, мо есть  
 ( ) nnnnnnn

yxyx
∞→∞→∞→

⋅=⋅ limlimlim .  

Теорема 3.6. Если последовательности { }nx  и { }ny  сходящие-
ся, т.е. axn → , byn →  и 0≠ny  для всех ...,...,3,2,1 nn   = , а 

также 0≠b , то последовательность 












n

n

y
x  также будет сходящей-

ся и ее предел равен частному пределов последовательностей  { }nx  
и { }ny , то есть. 
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b
a

y

x

y
x

nn

nn

n

n
n

==
→∞

→∞

→∞ lim

lim
lim , .0≠b   

Неопределенности 

При рассмотрении теорем о пределах числовых последова-
тельностей не рассматривались последовательности, имеющие бес-
конечные пределы, а также не рассматривался случай, когда при 
определении предела частного, предел последовательности в зна-
менателе равен нулю. 

При этом, если последовательности { }nx  и { }ny  бесконечно 
большие одного знака или одна последовательность бесконечно 
большая, а другая ограничена, то их сумма { }nx +{ }ny  будет беско-
нечно большой последовательностью. Этот результат следует не-
посредственно из определения бесконечно большой. В то же время, 
если последовательности { }nx  и { }ny   бесконечно большие разных 
знаков, то о последовательности { }nx +{ }ny  ничего конкретного 
сказать нельзя. Тогда отмечают, что имеет место неопределен-
ность.  

Рассмотрим некоторые примеры 
1) nnx n += 2 , 

,2nyn −=                     ∞→+ nn yx  
2) 2nx n =  

,52 +−= nyn                5→+ nn yx  
3) 2nx n =  

,12

n
nyn +−=              0→+ nn yx  

Приведенные примеры иллюстрируют то обстоятельство, что 
сумма бесконечно больших разного знака может сходиться к лю-
бому числу. В таком случае при рассмотрении указанного типа 
примеров отмечают, что имеет место неопределенность типа 
{ }∞−∞ .  

Неопределенности могут быть и другого типа: 
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∞∞⋅
∞

∞ 1,,
0
0   ,0     и т.д. 

Раскрыть неопределенность означает, что в каждом конкрет-
ном случае, в зависимости от вида заданных последовательностей, 
решить вопрос относительно их предела.  

Задача 3.3. Найти пределы числовых последовательностей 
Решение 

а) ( )1lim +−
∞→

nn
n

 

Здесь имеет место неопределенность типа { }∞−∞ . Разделив 
числитель и знаменатель на выражение, сопряженное числителю, 
имеем 

 

( ) ( ) ( )

.0
1

1lim

1
1lim

1
11lim

=
++

−

=
++

+−
=

++

++⋅+−

∞→

∞→∞→

nn

nn
nn

nn
nnnn

n

nn
  

б) 
1022
843lim

2

2

++

−+
∞→ nn

nn
n

. 

Здесь имеет место неопределенность типа 








∞
∞

. Раскрыть та-

кую неопределенность можно, если вынести в числителе и знаме-
нателе наивысшую степень n : 

2
3

1022

843
lim

1022

843
lim

2

2

2
2

2
2

=
++

−+
=









++









−+

∞→∞→

nn

nn

nn
n

nn
n

nn
. 

Тема 3.3. Предел функции 
Ранее рассматривался предел числовой последовательности, 

аргументами которой были целые положительные числа. В данном 
разделе математического анализа рассматривается предел функции 
произвольного действительного аргумента. При этом рассматрива-
ется предел функции в точке ax = или при ax → . 
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Определение 3.7. Число A  называется пределом функции ( )xf  
при x  стремящемуся к a  (или в точке a ) если для любого числа 

0>E , каким бы малым оно ни было, можно указать число 
( ) 0>Eδ , что для всех ax ≠ , которые удовлетворяют условию 

δ<−< ax0 , выполняется неравенство ( ) EAxf <− . 
То обстоятельство, что функция ( )xf  имеет своим пределом 

число A  при ax → символически записывают следующим обра-
зом: 
 ( ) Axf

ax
=

→
lim .  

Понятие предела функции можно сформулировать на основа-
нии его геометрической интерпретации.  

Определение 3.8. Функция ( )xf  имеет в точке a  пределом 
число A , если для произвольной последовательности значений 
аргумента { } ( )fDxn ∈ , которая сходится к a , соответствующая 
последовательность значений функций ( )nxf  при ,...,3,2,1=n  
стремится к A . 

Решение задач по определению пределов функций существен-
но упрощается, если пользоваться основными теоремами о преде-
лах функций. Рассмотрим некоторые из них. 

Теорема 3.7. Функция не может иметь двух разных пределов в 
одной точке.  

Теорема 3.8. Предел постоянной равен постоянной, т. е 
cc

ax
=

→
lim . 

Теорема 3.9. Предел алгебраической суммы функций равен ал-
гебраической сумме пределов этих функций, если они существуют 
и конечны, т.е. 
 ( ) ( )[ ] ( ) ( )xxfxxf

axaxax
ϕ±=ϕ±

→→→
limlimlim   

Теорема 3.10. Предел произведения функций равен произведе-
нию их пределов, если они существуют и конечны, т.е.  
 ( ) ( )[ ] ( ) ( )xxfxxf

axaxax
ϕ⋅=ϕ⋅

→→→
limlimlim   

Следствие теоремы 3.10. Постоянный множитель можно выно-
сить за знак предела функции, т.е.  
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 ( )[ ] ( )xfCxCf
axax →→

= limlim   

Теорема 3.11. Предел частного двух функций равен частному 
их пределов, если они существуют и предел знаменателя отличает-
ся от нуля, т.е.  

 ( )
( )

( )
( )x

xf

x
xf

ax

ax
ax ϕ

=
ϕ

→

→

→ lim

lim
lim   

Односторонние пределы функций 
Отметим, что в определениях предела функции никаких усло-

вий на способ стремления x  к a  не накладывалось. В этой связи 
имеют следующие основные понятия. 

Определение 3.9. Если значения функции ( )xf  стремятся к 
числу 1b  по мере стремления x  к a   со стороны меньших значе-
ний, то число 1b  называется левосторонним пределом функции в 
точке a , т. е. 
 ( )xfb

ax 01 lim
−→

=   

Определение 3.10. Если значения функции ( )xf  стремятся к 
числу 2b  по мере стремления x  к a   со стороны больших значе-
ний, то число 2b  называется правосторонним пределом функции в 
точке a , т. е. 
 ( )xfb

ax 02 lim
+→

=   

Задача 3.4. Определить левосторонний и правосторонний пре-

делы функции ( ) axexf −=
1

 при ax → . 
 

Решение 
Проанализируем показатель степени функции ( )xf . При этом 

имеют два варианта. 

а) Если 0−→ ax , то −∞→
− ax
1  при этом 0lim

1

0
=−

−→
ax

ax
e . 
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б) Если 0+→ ax ,то ∞→
− ax
1  при этом ∞=−

+→
ax

ax
e

1

0
lim . 

Тема 3.4. Замечательные пределы 
Первый замечательный предел 

Предел 
x

xsin  при 0→x  

 Функция 
x

xy sin
= четная, график ее представлен на рис. 3.2. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.2 

Очевидно, что при 0→x  
x

x
x

sinlim
0→

отличается неопределен-

ностью 








0
0

. 

Если x  есть радианная мера угла, то 1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

 и 

1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

-10 -5 0 5 10 
-0.5

0

0.5

1

Y x ( )

x
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Задача 3.5. Найти пределы функций. 

а) 
x
x

x 2sin
7sinlim

0→
 

Приведенная задача сводится к первому замечательному пре-
делу. При этом имеем. 

 
2
7

2sin2
2

7
7sin7lim

2sin
7sinlim

00
=








⋅

⋅
=

→→ x
x

x
x

x
x

xx
.  

б) 
x

tgx
x 0
lim

→
. 

Как и в предыдущем примере, здесь неопределенность типа 









0
0

 раскрывается путем применения первого замечательного 

предела 

 1
cos

1sinlim
cos

sinlimlim
000

=







⋅==

→→→ xx
x

xx
x

x
tgx

xxx
.  

Второй замечательный предел 

Числовая последовательность 
n

n 







+

11  при ∞→n  воз-

растает, но остается ограниченной. Всякая возрастающая, но 
ограниченная последовательность имеет предел. Предел, к 

которому стремится 
n

n 







+

11 , при ∞→n  впервые определил 

Непер, обозначается он через e , т.е. 

 e
n

n

n
=








+

∞→

11lim .  

Число е является иррациональным, кроме того, оно трансцен-
дентно и равно e=2,71828. 

Функция 
n

n 







+

11  имеет пределом число e  не только при це-

лочисленных значениях n , но и тогда, когда n  стремится к беско-
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нечности, пробегая числовую прямую непрерывно. Чтобы отметить 
это обстоятельство, заменим n  на x  имеем: 

e
x

x

x
=






 +

→∞

11lim  

Последнее соотношение и определяет выражение для второго 
замечательного предела. Такой предел, выраженный через беско-

нечно малые, имеет вид ( ) e
x

=+
→

αα
1

0
1lim  

 
Задача 3.6. Найти пределы  

а) 3

3

331lim31lim −

−−

∞→∞→
=

























−=








− e

xx

x

x

x

x
 

б) =





 +=







 + +

∞→

+

∞→

1

2

1

2

2
22

11lim1lim
x

x

x

x xx
x   

e
xx

x

x
=


















 +⋅






 +

∞→

1

22

1111lim
2

 

Предел отношения многочленов при стремлении аргумента к 
бесконечности  

Пусть n
nn axaxaxP +++= − ...)( 1

10 , 

m
mm bxbxbxQ +++= − ...)( 1

10   - некоторые многочлены. 
При этом 0;0 00 ≠≠ ba   . Тогда 
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( )
( )









+++









+++

=

=









+++⋅









+++⋅

=
+++

+++
=

−

−

−

m
m

n
n

mn

m
mm

n
nn

m
mm

n
nn

x
b

x
bb

x
a

x
aa

x

x
b

x
bbx

x
a

x
aax

bxbxb
axaxa

xQ
xP

...

...

...

...

...

...

1
0

1
0

1
0

1
0

1
10

1
10

 

0

0

1
0

1
0

...

...
lim

b
a

x
b

x
bb

x
a

x
aa

m
m

n
n

x
=









+++









+++

∞→
. 

Следовательно, 

( )
( )













∞

=

>

=

<

∞→

mn

mn

mn

b
a
o

xQ
xP

x

если    

  если   

если    

  

  

  

,

,

,

lim ,

,

0

0  

Задача 3.7.Найти пределы 

а) 
5
4

1085
874lim

2

2

=
−+

++
∞→ xx

xx
x

. 

б) 0
353

10lim
4

3

=
−+

+
∞→ xx

x
x

. 
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Раздел 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНК-
ЦИИ ОДНОЙ НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Тема 4.1. Производная функции 
 

Определение 4.1 Производной функции ( )xf  в точке x  называ-
ется предел отношения приращения функции y∆  к приращению 
аргумента x∆  при стремлении последнего к нулю, если этот пре-
дел существует и конечен: 

x
yy

x ∆
∆

=′
→∆ 0

lim  или ( ) ( ) ( )
x

xfxxfxf
x ∆

−∆+
=′

→∆ 0
lim . 

Для обозначения производной могут использоваться следую-
щие эквивалентные символы: 

 ( ) ( )
dx

xdffxf
dx
dyyy xx ;;;;; ′′′′ . 

Операция отыскания производной называется дифференциро-
ванием функции. Числовое значение производной функции ( )xf  в 
точке 0xx =  обозначается ( )0xf ′ . 

Теорема 4.1 Если: функция ( )xf  имеет производную в точке 

0x , то она непрерывна в этой точке. 
Обратное утверждение не всегда верно (исключение составля-

ют угловые точки, а также точки возврата и перегиба с вертикаль-
ной касательный). 

Геометрический смысл производной: производная ( )xf ′  в 
точке x  равна угловому коэффициенту касательной к кривой 

( )xfy =  в точке ( )( )xfxM ;  (рис. 4.1.): 
 

( ) αϕ
αϕ

tgtg
x
yxf

x
==

∆
∆

=′
→→∆

limlim
0

. 

Механический смысл производной: производная есть скорость 
изменения функции ( )xf  в точке x . 

Пусть nC,  - постоянные; ( ) ( ) ( )[ ]xuffxxuu =ν=ν= ;;  - не-
которые дифференцируемые функции, причем ( )uf  - сложная 
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функция по независимому аргументу x , а u  является промежуточ-
ной функцией.  

 
Рис. 4.1 

Основные правила дифференцирования 

0.1 =′C  ( ) ν′+ν′=′ν uuu.4  

( ) uCCu ′=′.2  
2

.5
ν

ν′−ν′
=

′










ν

uuu  

( ) ν′±′=′ν± uu.3  ( )[ ]( ) xxx ufxuf ′⋅′=′.6  

Основные формулы дифференцирования 

1. ( ) uunu nn ′⋅⋅=
′ −1  9. ( ) uuu ′⋅−=′ sincos  



 85

2. ( )
u

uu
2

′
=

′
 10. ( )

u
uutg 2cos

′
=′  

3. 2u
uC

u
C ′

−=
′







  11. ( )

u
uuctg 2sin

′
−=′  

4. ( ) uee uu ′⋅=
′

 12. ( )
21

arcsin
u

uu
−

′
=′  

5. ( ) uaaa uu ′⋅⋅=
′ ln  13. ( )

21
arccos

u
uu
−

′
−=′  

6. ( )
u
uu

′
=′ln  14. ( ) 21 u

uuarctg
+

′
=′  

7. ( )
au

uu
ln

log
⋅

′
=′

α  15. ( ) 21 u
uuarcctg
+

′
−=′

 

8. ( ) uuu ′⋅=′ cossin  16. ( ) νν ννν ′⋅⋅+′⋅=
′ − uuuuu ln1  

Если функция y  задана неявно, т.е. уравнение ( ) 0; =yxF  не 
разрешено относительно y , обе части этого уравнения дифферен-
цируют по x , а затем находят y ′ . 

Если функция задана параметрически в виде 
( )
( )




ψ=
ϕ=

,
,

ty
tx

 то .
t

t
x x

yy
′
′

=′  

Производной n -го порядка от функции y  называется произ-
водная от производной ( )1−n -го порядка: 

 ( ) ( )( )′= −1nn yy . 
Эта производная может обозначаться так 

 ( ) ( ) ( )xf
dx

ydy n
n

n
n ;; .  

Для параметрически заданной функции производная n -го по-
рядка находится как 
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 ( )
( )( )

t

t
n

n
x

x

y
y

′

′
=

−1

. 

Задача 4.1. Найти производную функции 542 2 −+−= xxy , исходя из 
ее определения. 

Решение 

По определению 
x
yy

x ∆
∆

=′
→∆ 0

lim . 

Поэтому дадим аргументу x  приращение x∆ , вычислим при-

ращение функции y∆  и найдем предел отношения 
x
y

∆

∆ : 

 ( ) ( ) 542 2 −∆++∆+−=∆+ xxxxyy . 
 .424 2 xxxxy ∆+∆−∆−=∆  

.44lim
0

+−=
∆
∆

=′
→∆

x
x
yy

x
 

Задача 4.2. Найти производные функций:  
а) ;2 22 +⋅= xxy  

б) ;
4

tgln
sin2 xey =  

в) ;ln
22 xexy x ⋅⋅=  

г) ;xey =  

д) ( )1ln −−⋅= xxx
e
xy

x

x

. 

Решение 
а) ( );2ln21222ln22 2222 222

xxxy xxx +=⋅⋅+=′ +++  

б) ;

2
sin

coscos2
4
1

4
cos

1

4

1
sin2

sin2
sin2

sin2
2

sin2 x

x
x

xx e
xexe

eetg
y =⋅⋅⋅=′  
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в) 

( );1ln2ln2

ln221ln

2

222

2

22222

+++

=+




 ⋅+=⋅+

′





=′

xxxxe

xexxexxe
x

exxexy

x

xxxxx

 

г) По определению модуля 

 




<
≥

==
− 0,

0,
xe
xeey

x

x
x

если
если . 

Тогда 

 




<−
≥

=′=′
− 0если,

0если,
)(

xe
xe

ey x

x
x . 

д) Предварительно прологарифмируем обе части равенства, а затем 
продифференцируем их и домножим на y : 
 ( ) xxxxxxy −−−+= 1lnlnlnln  

 ( )
1ln
1lnln1

1ln
11ln1ln

−−

−
=−

−−

−+
++=

′

xxx
xxx

xxx
xx

y
y  

 ( ) ( ) ( )
x

x

x

x

e
xxx

xxx
xxxxx

e
xy 1lnln

1ln
1lnln11ln

1 −
=

−−

−
⋅−−=′

+

 

Задача 4.3. Найти вторую производную неявно заданной функ-
ции 

 03 =−+
x
ye

x
y x

y

 

Решение 

Введем новую переменную 
x
yu = . Тогда уравнение имеет 

вид: 

 3
1

ueu u −+  
Дифференцируем обе части уравнения: 

 0
3
1 3

2

=′⋅−⋅+′
−

uuueu u  

 0
3
11 3

2

=







−+′

−
ueu u  
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Отсюда 0=′u .  
Но 

 
2x

yxy
x
yu −′

=
′









=′  

Тогда 

 0
2

=
−′

x
yxy  

 
x
yy =′  

Так как ( )′′=′′ yy  то 

 
2x

yxyy −′
=′′  

 
Задача 4.4. Найти производную n -го порядка от параметриче-

ски заданной функции: 

 






=

=

.1
,ln

t
y

tx
 

Решение 
 
Для определения производной n -го порядка надо последова-

тельно найти n -1 предыдущую производную. 

 ;1

1
1

2
−−=

−
=

′
′

=′ t

t

t
x
yy

t

t
x  

 
( ) ;

1

1
1

2
−==

′

′′
=′′ t

t

t
x

yy
t

tx
xx  
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( ) ;1

1
1

2
−−=

−
=

′

′′′
=′′′ t

t

t
x

yy
t

txx
xxx  

Очевидно, что 

 ( ) ( ) 11 −⋅−= ty nn  
 
 
 
 
 
 
Тема 4.2. Дифференциал функции одной переменной 
 
Определение 4.2. Дифференциалом функции ( )xfy =  называ-

ется главная часть ее приращения, линейная относительно прира-
щения аргумента. 

Определение 4.3. Дифференциалом аргумента называется 
приращение этого аргумента: xdx ∆= . 

Дифференциал функции определяется по формуле 
 dxydy ′=  

Геометрический смысл дифференциала функции в точке 
( )yxM , : он численно равен приращению ординаты касательной к 

графику функции в этой точке. 
Дифференциал функции используется, для приближенных вы-

числений: 
 ( ) ( ) ( ) xxfxfxxf ∆⋅′+≈∆+ . 

Дифференциал n -го порядка определяется как  
 ( )yddyd nn 1−= . 
 

Задача 4.5. Сравнить приращение y∆  и дифференциал dx  
функции xxy 22 −=  при 3=x  и 01,0=∆x . 
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Решение 
Дав аргументу x  приращение x∆ , получим приращение 

функции y∆ : 

 ( ) ( )xxxxyy ∆+−∆+=∆+ 22  
Отсюда 
 ( ) ( ) ( )( ).2222 222 xxxxxxxxxy ∆+∆+=−−∆+−∆+=∆  

По определению дифференциала 
 ( ) .22 dxxdxydy −=′=  

При заданных 3=x , 01,0=∆x , а также учитывая, что 
xdx ∆= , получим: 

 ( ) 0401,001,001,0232 2 =+⋅−⋅=∆y , 
 ( ) 04,001,0232 =⋅−⋅=dy  

Задача 4.6. Найти приближенное значение 4 9,15 . 
Решение 

Если приращение аргумента x∆  мало по абсолютной величи-
не, то для приближенных, вычислений можно воспользоваться 
формулой 
 ( ) ( ) ( ) xxfxfxxf ∆⋅′+≈∆+ . 

В примере 1,0,16 −=∆= xx . Тогда  

( ) ( ) 96875,1
320

121,016
4
1169,15 4

344 =−=−⋅+≈ −  

 

Тема 4.3. Приложение дифференциального исчисления для ис-
следования функций  

Определение 4.4. Функция ( )xf  называется непрерывной при 
ax = , если она определена в некоторой окрестности a  и  

 ( ) ( )afxf
ax

=
→

lim  

В противном случае функция ( )xf в точке a  имеет разрыв.  
Различают следующие виды точек разрыва. 
Определение 4.5. Разрыв I рода - когда существуют конечные 

односторонние пределы ( )xf
ax 0

lim
−→

 и ( )xf
ax 0

lim
+→

. В свою очередь, 
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среди таких точек выделяют точки устранимого разрыва, если од-
носторонние пределы одинаковы (функцию ( )xf  доопределяют: 

( ) ( )xfaf
ax 0

lim
−→

= ), и неустранимого, если ( ) ( )xfxf
axax 00

limlim
+→−→

≠ . 

Определение 4.6. Разрыв II рода - когда хотя бы один из односто-
ронних пределов не существует. 
Теорема 4.2. Если при нахождении пределов возникает неопреде-

ленность типа 








0
0

 или 








∞
∞

, целесообразно применить правило 

Лопиталя: 

 ( )
( )

( )
( )x
xf

x
xf

axax ϕ′

′
=

ϕ →→
limlim , 

если последний существует. 
Правило можно применять неоднократно до устранения неоп-

ределенности. 
Определение 4.7. Точки, в которых функция ( )xf  достигает мини-
мального или максимального значений, называется точками экс-
тремума. 

Для того, чтобы в точке 0x  функция ( )xf  принимала экстре-
мальное значение, должны выполняться два условия существова-
ния экстремума -необходимое и достаточное. 
Теорема 4.3. Необходимое условие: ( ) 00 =′ xf  или ( )0xf ′  не суще-
ствует. Такие точки 0x  называются критическими, точками I рода.  
Теорема 4.4. Достаточное условие: 

а) Производная ( )xf ′  слева и справа от критической точки 0x  
имеет разные знаки. При смене знака производной с «+» на«-» в. 
точке 0x  функция ( )xf  достигает максимума; с «-» на «+» - мини-
мума.  

б) Вторая производная ( ) 0≠′′ xf . Точка 0x  будет точкой мак-
симума, если ( ) 00 <′′ xf , и точкой минимума, если ( ) 00 >′′ xf . 

в) Если условие б) не выполняется, то определяется первая, от-
личная от нуля производная ( )0

)( xf n . При этом точка 0x  будет 
точкой экстремума, если n -четное, а именно: максимума при 
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( ) 00
)( <xf n  и минимума при ( ) 00

)( >xf n . Если n  - нечетное, то 
экстремума в точке 0x  не существует. 

При нахождении ( )minxf  и ( )maxxf на отрезке [ ]ba,  следует 
дополнительно рассмотреть значение функции и на границах от-
резка.  
Теорема 4.5. Функция ( )xf  возрастает на интервалах, для которых 

( ) 0>′ xf , и убывает, если ( ) 0<′ xf . 
Определение 4.8. График функции ( )xfy =  называется выпуклым 
(вогнутым) вверх на интервале [ ]ba, , если он расположен ниже 
(выше) касательной, проведенной в любой точке этого интервала. 
Определение 4.9. Точкой перегиба 0x  называется точка, отделяю-
щая выпуклую часть графика функции ( )xf  от вогнутой или на-
оборот. В точке 0x  должны выполняться два условия перегиба - 
необходимое и достаточное. 
Теорема 4.6. Необходимое условие: ( ) 00 =′′ xf  или ( )0xf ′′  не су-
ществует. В этом: случае точка 0x  называется критической точкой 
II рода.  
Теорема4.7.  Достаточное условие: ( )xf ′′  слева и справа от точки 

0x  имеет различные знаки. 
Теорема 4.8. Функция ( )xf  выпукла на интервале, где ( ) 00 <′′ xf  и 
вогнута в обратном случае. 
Определение 4.10. Прямая l  называется асимптотой кривой 

( )xfy = , если расстояние точки ( )yxM ;  кривой от прямой l  
стремится к нулю при неограниченном удалении указанной точки 
от начала координат.  

Различают два вида асимптот: вертикальные и наклонные.  
Прямая ax =  является вертикальной асимптотой кривой 

( )xfy = , если ( ) ±∞=
→

xf
ax

lim . 

Прямая by =  является горизонтальной асимптотой кривой 
( )xfy =  если существует предел ( ) bxf

x
=

+∞→
lim  или ( ) bxf

x
=

−∞→
lim . 
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Прямая bkxy +=  является наклонной асимптотой кривой 
( )xf , если существуют пределы 

 ( ) ( )[ ]kxxfb
x
xfk

xx
−==

+∞→+∞→
lim,lim  или 

 ( ) ( )[ ]kxxfb
x
xfk

xx
−==

−∞→−∞→
lim,lim  

Построение графиков функций по характерным точкам может 
осуществляться в следующей последовательности:  
1. Найти область определения функции.  
2. Определить точки пересечения с осями координат.  
3. Исследовать функцию на симметрию (четность, нечетность), пе-
риодичность. 

4. Исследовать функцию на непрерывность. Классифицировать 
точки разрыва, если последние существуют. 

5. Исследовать функцию на экстремум, определить интервалы воз-
растания и убывания. 

6. Исследовать функцию на перегибы, определить интервалы вы-
пуклости, вогнутости. 

7. Найти асимптоты графика функции. 
8. Построить график функции. 

Задача 4.7. Исследовать на непрерывность функцию ( )
x

x
xf =  

Решение 
Используя определение модуля, можно записать 

 ( )









<−=
−

>=
=

.0,1

,0,1

x
x
x

x
x
x

xf
если

если
 

При ( )xfx 0=  терпит разрыв. Вычислим односторонние 
пределы: 

 ( ) ,1limlim
0000

−=
−

=
−→−→ x

xxf
xx
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 ( ) .1limlim
0000

==
+→+→ x

xxf
xx

 

Так как функция ( )xf  в точке 0=x  имеет конечные несовпа-
дающие пределы, то эта точка является точкой неустранимого раз-
рыва І рода. 
Задача 4.8. Исследовать и построить по характерным точкам гра-
фик функции xxey −= . 

Решение 
1. Областью определения данной функции является множество ве-
щественных чисел. 

2. Так как при 0=x  0=y  также, то график функции пересекает 
координатные оси в начале координат. 

3. ( ) xxexf −=− . Так как ( ) ( )xfxf −≠−  и ( ) ( )xfxf ≠− , то функ-
ция не является ни четной, ни нечетной, а, следовательно, не 
имеет симметрии ни относительно начала координат, ни отно-
сительно оси Oy . Экспоненциальная функция не является пе-
риодической функцией. 

4. Указанная функция является непрерывной на всей числовой оси. 
5. Найдем критические точки І рода.  
 ( )xexeey xxx −=−=′ −−− 1  

Из условия 0=′y  найдем единственное решение 1=x . Так 
как при переходе через эту точку производная y ′  меняет знак с «+» 
на «-», то 1=x  является точкой максимума. 

 ( ) .111 1
max

e
ey =⋅= −  

Интервал возрастания функции: ( )1;∞− .  
Интервал убывания функции: ( )∞;1 . 

6. Критические точки II рода определяются по второй производной. 
 ( ) ( )21 −=−−−=′′ −−− xeexey xxx . 

Из 0=′′y  определяем критическую точку 2=x . 
Так как при переходе через эту точку y ′′  меняет знак с «-» на 

«+», то 2=x будет точкой перегиба.  
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Ее координаты равны ( )
2

2 222
e

ey == −  

Интервал выпуклости функции: ( )2;∞− . 
Интервал вогнутости функции: ( )∞;2 . 

7. Так как ( ) ∞≠= −

→

a

ax
aexflim , то вертикальной асимптоты не 

существует. 
Горизонтальные асимптоты найдем из условий:  

 ( ) 01limlimlim ==








∞

∞
==

∞→∞→∞→ xxxxx ee
xxf , 

 ( ) −∞=






 ∞−
==

−∞→−∞→ 0
limlim

xxx e
xxf . 

Следовательно, при неограниченном возрастании x  ось Ox  
является горизонтальной: асимптотой При неограниченном убыва-
нии x  таковой не будет. 

Так как при ∞→x  есть горизонтальная асимптота, то на-
клонной здесь не будет. Для интервала ( )0;∞−  определим угловой 
коэффициент наклонной асимптоты из условия 

 ( )
∞=== −

−∞→−∞→

x

xx
e

x
xfk limlim . 

Следовательно, здесь нет и наклонной асимптоты. 
8. Наносим на координатную плоскость xOy  характерные точки и 
строим график функции xxey −=  (рис.4.2). 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис.4.2 
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Раздел 5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНК-
ЦИИ НЕСКОЛЬКИХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Тема 5.1. Дифференцирование функции двух независимых 
переменных 

 
Определение 5.1. Переменная z  называется функцией двух незави-
симых переменных (аргументов) x  и y , если каждой паре значе-
ний ( )yx;  из множества D  соответствует одно определенное зна-
чение z . 

Функция двух переменных, обозначается так 
 ( ) ( )yxfzyxzz ,,, ==  и т.п. 

Область D  называется областью определения (существования) 
функции z . Аналогично определяются функции любого числа ар-
гументов ( )tzyxuu ,...,,= . Поэтому в дальнейшем будем, как 
правило, рассматривать, не нарушая общности, функции двух неза-
висимых переменных.  
Определение 5.2. Частной производной функции ( )yxfz ,=  по 
независимой переменной, например x , называется производная  

 ( ) ( )
x

yxfyxxf
x
z

x ∆

−∆+
=

∂

∂
→∆

,,lim
0

, 

вычисленная при постоянном значении другого аргумента - y . 
Поэтому частные производные находят по правилам диффе-

ренцирования функции одной переменной, считая остальные пере-
менные константами. Можно использовать различные обозначения, 
частной производной: 

 ( )yxf
x
fz

x
z

xx ,,,, ′
∂

∂′
∂

∂ . 

Аналогично определяется частная производная по переменной 
y . 
Определение 5.3. Полным приращением функции ( )yxfz ,=  в 
точке ( )yxM ,  называется величина  
 ( ) ( )yxfyyxxfz ,, −∆+∆+=∆ , 
где yx ∆∆ ,  - приращения аргументов. 
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Определение 5.4. Главная, линейная относительно x∆  и y∆ , часть 
полного приращения функции называется полным дифференциа-
лом dz . Так как при малых приращениях dyydxx =∆=∆ , , то  

 dy
y
zdx

x
zdz

∂

∂
+

∂

∂
= . 

Для дифференцирования сложных функций (т.е. функций, за-
висящих от промежуточных аргументов) используют следующие 
формулы: 

Если ( )yxfz ,=  а ( )tx ϕ= , ( )ty ψ= , то 

 
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

⋅
∂

∂
+⋅

∂

∂
= . 

Если ( )yxfz ,=  а ( )xy ϕ= , то 

 
dx
dy

y
z

x
z

dx
dz

⋅
∂

∂
+

∂

∂
= . 

Если ( )yxfz ,=  а ( ) ( )ηξψ=ηξϕ= ,,, yx , то 

 ;
ξξξ ∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂ y

y
z

d
x

x
zz

 

 .
ηηη ∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂ y

y
zx

x
zz

 

Функции нескольких переменных могут иметь частные произ-
водные и дифференциалы высших порядков. 
Определение 5.5. Частными производными n -го порядка от функ-
ции ( )yxfz ,=  называются производные от ее частных производ-
ных ( )1−n -го порядка. Так, частные производные второго порядка 
обозначаются так: 

 ( ) ( )yxf
y

z
y
z

y
yxf

x
z

x
z

x
yyxx ,;,

2

2

2

2
′′=

∂

∂
=











∂

∂

∂

∂′′=
∂

∂
=









∂

∂

∂

∂ ; 

 ( ) ( )yxf
yx
z

x
z

y
yxf

xy
z

y
z

x xyyx ,;,
22

′′=
∂∂

∂
=








∂
∂

∂
∂′′=

∂∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

. 
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Две последние частные производные называются смешанны-
ми и для непрерывных функций ( )yxf ,  они совпадают. Диффе-
ренциалы высших порядков могут быть найдены по следующей 
символической формуле  

 zdy
y

dx
x

zd
n

n











∂

∂
+

∂

∂
= . 

В частности, для второго и третьего порядков получим такие 
зависимости: 

 ;2 2
2

22
2

2

2
2 dy

y
zdxdy

y
zdx

x
zzd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

 3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
∂

= . 

Определение 5.6. Производной функции ( )yxfz ,=  в точке 

( )yxM ;  в направлении вектора 1MMl =  называется предел 
( ) ( )

βα coscoslim
1

1

01 y
z

x
z

MM
MfMf

l
z

MM ∂
∂

+
∂
∂

=
−

=
∂
∂

→
, 

где βα cos,cos  - направляющие косинусы вектора l .  
Определение 5.7. Градиентом функции ( )yxfz ,=  в точке 

( )yxM ;  называется вектор, выходящий из указанной точки и 
имеющий своими координатами частные производные функции z : 

 j
y
zi

x
zgradZ

∂

∂
+

∂

∂
= . 

Градиент указывает направление наибольшего роста функции 
в данной точке. 

Существует зависимость 

 gradZnp
l
z

l=
∂

∂ . 
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Тема 5.2. Исследование функций двух независимых          
переменных 

 
Для определения экстремальных точек ( )000 ; yxM  функции 

( )yxfz ,=  проверяют выполнение двух условий существования 
экстремума. 

Теорема 5.1. Необходимое условие: ( ) 0, 00 =
∂

∂

x
yxf  и 

( ) 0, 00 =
∂

∂

y
yxf , или обе частные производные не существуют. Тем 

самым определяются критические точки ( )000 ; yxM .  

Теорема 5.2. Достаточное условие. Обозначим ( )
2

00
2 ,

x
yxfA

∂

∂
= , 

( )
yx
yxfB

∂∂

∂
= 00

2 , , ( )
2

00
2 ,

y
yxfC

∂

∂
= , 2BAC −=∆ . 

Тогда: 
- если 0>∆ , то в точке ( )000 ; yxM  существует экстремум, а 
именно: максимум при 0<A  и минимум при 0>A ; 
- если 0<∆ , то в точке ( )000 ; yxM  экстремума нет; 
- если 0=∆ , то требуется дополнительное исследование в этой 
точке. 
Задача 5.1. Найти область определения, а также частные производ-
ные и дифференциал второго порядка функции ( )1ln 22 −+= yxz . 

Решение 
Область определения данной функции ограничены условием 

0122 >−+ yx  или 122 >+ yx , т.е. представляет собой множе-
ство точек плоскости, лежащих вне единичного круга.  

Далее последовательно находим 

 
1

2
22 −+

=
∂

∂

yx
x

x
z ;   

1
2

22 −+
=

∂

∂

yx
y

y
z ; 
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( )

( )222

22

2

2

1
12

−+

−−
=

∂
∂

yx
xy

x
z

;   
( )

( )222

22

2

2

1
12

−+

−−
=

∂
∂

yx
yx

y
z

; 

 
( )

;
2

4
222

22

−+
−=

∂∂
∂

=
∂∂

∂

yx
xy

xy
z

yx
z

 

 
( )

( ) ( )[ ]222222
222

2 141
1

2 dyyxxydxdydxyx
yx

zd −++−−+
−+

= . 

 
Задача 5.2 Найти: 

а) ,
dt
dz  если ,yxz =  ,ln tx =  ty sin= ; 

б) ,
dx
dz  и ,

dy
dz если ,ln2 ν= uz  

,x
yu =  22 yxv += ; 

в) dz , если ( )ν= ,ufz , ( )xyu cos= , yx 75 −=ν . 
Решение 

а)  =+=⋅
∂

∂
+⋅

∂

∂
= − txx

t
yx

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz yy cosln11  

( ) ( ) ( ) .coslnlnlnlnsin sin1sin tttt
t

t tt += −  

б)  =+





⋅=

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

= yu
x
yu

x
z

x
u

u
z

dx
dz 2ln2

2

2 ν
ν

ν
ν

 

     ( ) ( )222

3
22

3

2 2ln2
yxx

yyx
x
y

+
++−= . 

   =+⋅=
∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

= yu
x

u
y

z
y
u

u
z

dy
dz 21ln2

2

ν
ν

ν
ν

  

     ( ) ( )222

3
22

2

2 2ln2
yxx

yyx
x
y

+
++−=  

в)  ν⋅
ν∂

∂
+⋅

∂

∂
= dfdu

u
fdz  
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     ( ) ( )dyxyxdxxyydy
y
udx

x
udu sinsin −−=⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
=  

    dydxxdy
y

dx
x

d 75 4 −=⋅
∂

ν∂
+⋅

∂

ν∂
=ν  

    ( ) ( )( ) ( )( ) =−ν′++ν′−= ν dydxxufxdyydxxyufdz u 75,sin, 4  
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )dyufyxufdxufxyyufx uuuu ν′+ν′−ν′−ν′= ,,sin,7,sin,5 4 . 
 
Задача 5.3 Найти градиент и производную по направлению вектора 

kjia +−= 22  функции 1102 232 −++= zxyxu  в точке 
( )1;2;1−M . 

Решение 
По определению  

 
M

M
k

z
uj

y
ui

x
ugradu 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

 
MM z

u
y
u

x
u

a
u











γ

∂

∂
+β

∂

∂
+α

∂

∂
=

∂

∂ coscoscos  

Предварительно найдем значение частных производных в точ-
ке M  и направляющие косинусы вектора: a . 

 ( ) ;1422 3 =+=
∂

∂
M

M

yx
x
u  ;246 2 −==

∂

∂
M

M

xy
y
u  

 2020 ==
∂

∂
M

M

z
z
u  

 ;
3
2cos;3144 ==α=++=

a
aa x  

 ;
3
2cos −==β

a

ay   ;
3
1cos ==

a
azγ  

 kjigradU
M

202414 +−= , 
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 ( ) .32
3
120

3
224

3
214 =⋅+








−⋅−+⋅=

∂

∂

Ma
u  

Задача 5.4 Определить размеры прямоугольного параллелепипеда с 
диагональю a , имеющего максимальный объем. 

Решение 
Пусть yx,  и z  - длины ребер параллелепипеда. Тогда его 

объем  
 xyzV = . 

Так как 2222 azyx =++ , то 222 yxaz −−−  и 
222 yxaxyV −−=  . 

Очевидно, что 0>x , 0>y , 0>a , 222 ayx >+ . 
Множество точек ( )yx; , удовлетворяющих этим требованиям, 

можно изобразить так (рис.5.1.): 
 
 

 
 

Рис. 5.1. 
Для нахождения точек экстремума приравняем к нулю частные 

производные функции V : 
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( )

( )












=
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−−
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∂
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=
−−

−−
=

∂

∂

.02

,02

222

222

222

222

yxa

xyax
y
V

yxa

yxay
x
V

 

Отсюда 





=−−
=−−

.02
,02

222

222

xya
yxa              





=+
=+

.2
,2

222

222

ayx
ayx   





=
=

.3
,3

22

22

ay
ax                              










±=

±=

.3

,3
ay

ax
 

Итак, имеем 4 критические точки: 

 










=

=

3

3

1

1

ay

ax
;  










=

−=

3

3

2

2

ay

ax
;  










−=

=

3

3

3

3

ay

ax
;  










−=

−=

3

3

4

4

ay

ax
 

Условию задачи удовлетворяет только первая точка 










3
;

3
aaM . 

Проверим выполнение в этой точке достаточного условия су-
ществования экстремума. 

( )
( ) 3

4323
2
3

222

222

2

2 a

yxa

yxaxy
x

A
MM

−=
−−

++−
=

∂
∂

=
ν

; 

( )( ) ( )
( ) 3

2232
2
3

222

2222222222 a

yxa

yxayxayxa
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B
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−−

−−+−−−−
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∂∂
∂
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2 a

yxa

yxaxy
y

C
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−=
−−

++−
=

∂
∂

=
ν
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 04 22 >=−=∆ aBAC  
Следовательно, в точке M существует экстремум, а именно 

максимум ( )0>A . 
Зная x  и y , найдем z : 

 
3

222 ayxaz =−−=  

Значит, zyx == . 
Итак, изо всех прямоугольных параллелепипедов с фиксиро-

ванной диагональю максимальный объем имеет куб с ребром, рав-

ным 
3

a . 
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Раздел 6. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

Тема 6.1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Определение 6.1 Функция ( )xF  называется первообразной для 
функции ( )xf  на [ ]ba, , если во всех точках отрезка выполняется 
равенство 
 ( ) ( )xfxF =′  

Теорема 6.1 Если ( )xf  имеет первообразную ( )xF , то она бу-
дет иметь бесконечное множество первообразных ( ) СxF + , отли-
чающихся друг от друга только константой С . 
Определение 6.2 Совокупность всех первообразных функций ( )xf  
называется неопределенным интегралом и обозначается 
 ( ) ( )∫ += CxFdxxf . 

Общепринятые обозначения:  
( )xf  - подынтегральная функция;  
( )dxxf  - подынтегральное выражение; 

x  - переменная интегрирования. 
Отыскание неопределенного интеграла называется интегриро-

ванием функции.  
Основные свойства неопределенного интеграла 

( )( ) ( ),xfdxxf =
′

∫       ( ) ( )∫ ∫= dxxfCdxxCf , 

( )( ) ( ) ,dxxfdxxfd =∫   ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫±=± dxxfdxxfdxxfxf 2121 , 

( ) ( )∫ += CxFdxxdF ,  

 Если ( ) ( )∫ += CxFdxxf  и ( )xu ϕ= , то ( ) ( )∫ += CuFduuf  
Таблица основных интегралов 

∫ −≠+
+

=
+

1,
1

1

aC
a
uduu

a
a  Cedue uu +=∫  

∫ += Cu
u

du ln  1,0,
ln

≠>+=∫ aaC
a

adua
u

u  

∫ +−= Cuudu cossin  ∫ += Cuudu sincos  
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CuuCu
u

du
+−=+=∫ ctgcosectg ln

2
ln

sin
 

 

Ctgusecuutg
uсos

du
++=






 +=∫ ln

42
ln π  

 

Cu
u

du
+−=∫ ctg

2sin
 Cu

u
du

+=∫ tg
2cos

 

∫ +−= Cuudu coslntg  ∫ += Cuudu sinlnctg  

,0,1
22 >+=

+∫ aC
a
uarctg

aau
du

 
 

,0,ln
2
1

22 >+
+
−

=
−∫ aC

au
au

aau
du

 
 

,0,arcsin
22

≠+=
−

∫ aC
a
u

ua

dx  
 

.ln 2

2
Cuu

u
du

+++=
+

∫ λ
λ

 
 

Основные методы интегрирования: непосредственное интегри-
рование, по частям, заменой переменных. 

Непосредственное интегрирование заключается в представле-
нии исходного интеграла в виде алгебраической суммы табличных 
интегралов.  
Теорема 6.2. При интегрировании по частям используют формулу 
 ∫∫ ν−ν=ν duuud , 
где ( ) ( )xxu ψ=νϕ= ,  - дифференцируемые функции. Метод 
можно применять, если ∫ νdu  легче найти, чем исходный. Учиты-
вая то, что интегрирование является более сложной операцией, чем 
дифференцирование, в подынтегральном выражении за νd  следует 
брать легко интегрируемые выражения, например 

xdxxdxdxex 2sec,sin,  и т.д. В качестве u  обычно берут такие 
функции как xxx arctg,arcsin,ln  и т.д. 

Замена переменной в неопределенном интеграле производится 
с помощью подстановок двух типов: 
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- ( )tx ϕ=  где ( )tϕ  - непрерывно дифференцируемая функция по 
аргументу t : 
 ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf ; 
- ( )xu ψ= , где u  - новая переменная:  
 ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫=ψ′ψ duufdxxxf . 

При интегрировании рациональных дробей, выполняют их 
преобразование к так называемым простейшим (элементарным) 
дробям, интегрирование которых известно. Это дроби четырех ви-
дов: 

 ∫ +−=
−

CaxAdx
ax

A ln  

 
( ) ( )∫ +

−
⋅

−
−=

− −
C

axn
Adx

ax
A

nn 1

1
1

 

 C
pq

px

pq

ApbqpxxAdx
qpxx

BAx
+

−

+

−

−
+++=

++
+

∫ 22

2
2

4

2arctg
4

2ln
2

 

 
( ) ( ) ( ) nnn

IApB
qpxxn

Adx
qpxx

BAx
⋅







 −+
++

⋅
−

=
++

+
∫ 2

1
12 22

, 

где qpBA ,,,  - вещественные числа; n  - целое число большее 
единицы; квадратный трехчлен qpxx ++2  не имеет веществен-

ных корней; интеграл 
( )∫

+
=

nn
at

dtI
22

 определяется ( )1−n -

кратным применением рекуррентной формулы 

 
( ) ( )

.
22
3211

12
1

121222 −−
⋅

−
−

+
+

⋅
−

= nnn I
n
n

aatna
I  

Особой нужды запоминать эти формулы нет, так как они при-
водятся к табличным интегралам путем выделения в числителе 
дроби производной знаменателя, а в знаменателе дроби - полного 
квадрата. 

Итак, интегрирование рациональных дробей произвлдят в сле-
дующей последовательности: 
1. Выделяют целую часть (если дробь неправильная).  



108 

2. Раскладывают знаменатель правильной дроби на линейные и 
квадратичные множители. 
3. Раскладывают правильную дробь на простейшие дроби. 
4. Интегрируют простейшие дроби. 

Требует пояснения третий пункт этого плана. Каждому линей-
ному или квадратичному множителю в знаменателе правильной 
дроби соответствуют такие простейшие дроби: 

 
( ) ( ) ( )n

n
n ax

A
ax

A
ax

A
ax −

++
−

+
−

→
−

...1
2

21 , 

 
( ) ( ) ( )m

mm
m

qpxx

CB

qpxx

CxB
qpxx

CxB

qpxx ++

+
++

++

+
+

++

+
→

++ 222

22
2

11

2
...1 , 

где mmn CCCBBBAAA ,...,,,,...,,,,...,, 212121  - неопределенные ко-
эффициенты. 

Таким образом, правильная дробь ( )
( )xQ
xP  может быть представ-

лена алгебраической суммой простейших дробей:  

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
......

......

222

22

2
11

2
21

+
++

+
++

++

+
+

+
++

+
++

−
++

−
+

−
≡

m
mm

n
n

qpxx

CxB

qpxx

CxB
qpxx

CxB
ax

A
ax

A
ax

A
xQ
xP

 

Для нахождения значений неопределенных, коэффициентов в 
правой части вышеприведенного равенства, простейшие дроби 
приводят к общему знаменателю, приравнивают коэффициенты 
при одинаковых степенях х в левой и правой частях и решают по-
лученную систему линейных уравнений. 

Неопределенные коэффициенты могут быть найдены и другим 
способом: придавая переменной x  в тождестве произвольные чи-
словые значения столько раз, сколько коэффициентов надо опреде-
лить. При этом вычисления значительно упрощаются, если в каче-
стве значений x  брать значения корней знаменателя подынте-
гральной дроби. 

Для интегрирования тригонометрических функций использу-
ются те или иные подстановки, приводящие их к рациональным 
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функциям. Рассмотрим способы интегрирования для нескольких 
конкретных видов подынтегральных тригонометрических функ-
ций. 

1. Интеграл вида  
 ( )∫ dxxxR cos,sin , 
где R  - рациональная функция, рационализируется с помощью 
универсальной тригонометрической подстановки 

 tx
=

2
tg . 

Тогда 2

2

22 1
1cos;

1
2sin;

14
2;arctg2

t
tx

t
tx

t
dtdxtx

+
−

=
+

=== . 

Недостатком этой подстановки может быть необходимость 
решения рациональных уравнений высоких степеней при нахожде-
нии корней знаменателя. Поэтому для некоторых частных случаев 
используют такие подстановки: 

а) Если ( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=− , т.е. подынтеграль-
ная функция нечетна относительно xcos , делают подстановку 

tx =sin . Тогда 
21

,arcsin
t

dtdxtx
−

== . 

б) Если ( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=− , т.е. функция не-
четна относительно xsin , полагают tx =cos , далее 

21
,arccos

t

dtdttx
−

−== . 

в) Если ( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin =−− , т.е. функция четна 
одновременно относительно xsin  и xcos , используют подста-
новку 

,
1

,arctg;tg 2t
dtdxtxtx
−

===
22 1

1cos,
1

sin
t

x
t

tx
+

=
+

= . 
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2. Интеграл вида  
 ∫ xdxx nm cossin  
определяется с помощью таких подстановок:  
а) при нечетном txm =cos: ; 
б) при нечетном txn =sin: . 

в) При четных m  и n  понижается степень, тригонометриче-
ских, функций путем использования формул: 

 
( )

( ).2cos1
2
1cos

;2cos1
2
1sin;2sin

2
1cossin

2

2

xx

xxxxx

+=

−==⋅
 

3. Интегралы вида 
 ∫ ⋅ nxdxmx cossin , 

 ∫ ⋅ nxdxmx sinsin , 

 ∫ ⋅ nxdxmx coscos . 
находятся с использованием формул  

 ( ) ( )[ ]β−α+β+α=βα sinsin
2
1cossin ; 

 ( ) ( )[ ]β+α−β−α=βα coscos
2
1sinsin ; 

 ( ) ( )[ ]β−α+β+α=βα coscos
2
1coscos . 

4. Интегралы вида  
 ∫ ,tg xdxm  

 ∫ xdxmctg  
находят с помощью замен 
 ,1sectg 22 −= хx   1cosecctg 22 −= хx . 

При интегрировании иррациональных функций последние тем 
или иным путем сводятся к рациональным или табличным. Уни-
версального метода решения нет. Поэтому рассмотрим методы ин-
тегрирования для нескольких видов иррациональности. 

1. Интеграл вида 
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 ( ) ( ) dxbaxbaxxR n
m

n
m

∫ 



 ++ ,...,, 2

2
1
1

, 

где R  - рациональная функция; ba,  - вещественные числа; 
...,,, 2211 nmnm  - целые числа, сводится к интегралу от рациональ-

ной функции подстановкой 2tbax =+  где S  наименьшее общее 
кратное чисел ,..., 21 nn . 

2. Интеграл вида 

 ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

 

приводятся к табличным выделением в числителе производной по-
дынтегрального квадратного трехчлена, а под радикалом - полного 
квадрата.  

3. Интеграл вида 

 ∫
++− cbxaxx

dx
2)( α

 

приводятся к интегралу предшествующего вида подстановкой 

t
x 1

=α− . 

4. Для перечисленных ниже видов иррациональностей исполь-
зуются так называемые тригонометрические подстановки, при-
водящие к интегралам от тригонометрических функции xsin  и 

xcos . 

а) ( )∫ − dxxaR 22  

Подстановка tax sin=  или tax cos=  

б) ( )∫ + dxxaR 22  

Подстановка tax tg=  или tax ctg= . 

в) ( )∫ − dxaxR 22  

Подстановка tax sec=  или tax cosec= .  
Задача 6.1 Найти интегралы 

а) ( )∫ + dxx
22 2 ; б) ∫ xdxx cos2 ; в) ∫

− 1

3

x
dxx . 



112 

Решение 
а) Возводим подынтегральную функцию в квадрат и раскладываем 
интеграл на ряд табличных: 

 ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫∫ =++=++=+ dxdxxdxxdxxxdxx 44442 242422  

 Cxхx
+++= 4

3
4

5

35

 

б) Подынтегральная функция представляет собой произведение 
двух функций. Поэтому дважды применим метод интегрирования 
по частям. 

∫∫ =−=








==
==

= xdxxxx
xdxdu

xdxdxu
xdxx sin2sin

sin;2
cos;

cos 2
2

2

ν
ν

 

[ ]=+−−=








−==
==

= ∫ xdxxxxx
xdxdu

xdxdxu
coscos2sin

cos;
sin; 2

ν
ν

 

Cxxхxx +−+= sin2cos2sin2  
в) Введем новую переменную 12 −= xt . Так как 

tdtdxtx 2,12 =+= , получим 

 

( ) ( )

( ) ( ) Cxxxx

Ctttt

dtttt
t

tdtt
x
dxx

+







+

−
+

−
−=

=+







+++=

=+++=
⋅+

=
−∫ ∫ ∫

5
13

7
112

1
3

3
5

3
7

2

133221
1

23

246

246
323
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Задача 6.2. Проинтегрировать алгебраические дроби:  

а) ∫ ++
;

45 24 xx
dx  б) ∫ −

;24 xx
dx  в) ( )∫

++
222 22xx

xdx . 

Решение 
а) Разложим знаменатель дроби на множители, решив биквад-

ратное уравнение 045 24 =++ xx . Получим 
( )( )4145 2224 ++=++ xxxx .  

Для разложения исходной дроби на простейшие используем 
метод неопределенных коэффициентов, 

 ( )( ) ( ) =
+
+

+
+
+

=
++ )4(141

1
2222 x

DCx
x

BAx
xx

 

 
( ) ( ) ( )

( )( )41
44

22

23

++
+++++++

=
xx

DBхCAxDBxCA
. 

Приравниваем коэффициенты при равных степенях x  в правой 
и левой частях этого равенства: 

 











=+
=+
=+
=+

.14
,04
,0
,0

DB
CA
DB
CA

 

Отсюда 

 














−=

=

=

=

.
3
1
,0

,
3
1

,0

D

C

B

A

      и       ( ) ( )43
1

13
1

45
1

2224 +
−

+
=

++ xxxx
. 

Тогда 

∫ ∫ ∫ =
+

−
+

=
++ 22224 23

1
13

1
45 x

dx
x

dx
xx

dx  

Cxx +−=
2

arctg
6
1arctg

3
1 . 
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б) В этом примере корень знаменателя 0=x  является кратным 
кратности 2. Поэтому в разложении дроби на простейшие ему бу-
дут соответствовать две дроби: 

 
( )( )

=
+

+
−

++=
+−

=
− 1111

11
2224 x

D
x

C
x
B

x
A

xxxxx
 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )11

)1(11111
2

22

−+
−+++−++−+

=
xxx

xDxxCxxxBxxAx
 

Это равенство должно соблюдаться для любых значений x . 
Вычисления облегчаются, если в качестве таковых взять значения 
корней знаменателя: 

.0;141236:2

;
2
1;12:1

;
2
1;12:1

;1;1:0

==++−=

−==−−=

===

−==−=

ADCBAx

DDx

CCx

BBx

 














−=

=

=
=

.
2
1

,
2
1
,1
,0

D

C

B
A

C
x
x

xx
dx

x
dx

x
dx

xx
dx

+
+
−

+=
+

−
−

+−=
−∫ ∫ ∫∫ 1

1ln
2
11

12
1

12
1

224 . 

 
в) Выделим в числителе дроби производную квадратного трехчле-
на, а в самом трехчлене - полный квадрат. 

 ( )
( )

( )( )
( )

( )∫ ∫ ∫ −
++

++
=

++

−⋅+
=

++
22

2

2222 22
22

2
1

11

1
2
122

22 xx
xxddx

x

x

xx
xdx

 

 
( )( ) ( )

( )
( )( )∫ ∫

++

+
−

++
−=

++
− 22222 11

1
222

1

11 x

xd
xxx

dx
 

)1(2
1

)1(2
111

224 +
−

−
+=

− xxxxx
и  
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Для нахождения последнего интеграла используем рекуррент-
ную формулу: 

 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )1arctg
2
1

112
1

2
1

11
1

2
1

2
1

1

11

1

2

1222

++
++

+
=

=+
++

+
⋅=

















=
=

+=
=

++

+
= ∫

x
x

x

I
x

x

n
a

xt

x
xdI

 

Итак, 

 
( ) ( ) ( ) −

++

+
−

++
−=

++
∫

222
1

222
1

22 2222 xx
x

xxxx

xdx  

 ( ) ( ) Cx
xx

xCx +



 ++

++
+

−=++− 1arctg
22

2
2
11arctg

2
1

2 . 

Задача 6.3. Проинтегрировать тригонометрические функции 

а) ;
sin

cos
2

3

∫
x

xdx   б) ∫ ;sin3sin xdxx  в) ∫ xdxtg 3 . 

Решение 

а) 
( )

∫ ∫ ∫ =
−

=
⋅

=
x

xdx
x

xdxx
x

xdx
2

2

2

2

2

3

sin
)(sinsin1

sin
coscos

sin
cos

 

Cx
x

xd
x
xd

+−−=−= ∫∫ sin
sin

1sin
sin

)(sin
2 . 

б) ( )∫ ∫ =−= dxxxxdxx 4cos2cos
2
1sin3sin  

( ) Cxx +−= 4sin2sin2
8
1

. 

в) 

∫ ∫ ∫ ∫ ++=−=− Cxxtgtgxdxtgxtgxddxxtgxxdxtg cosln
2

)()1(sec
2

23

 
Задача 6.4. Проинтегрировать  
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а) ∫
+ xx

dx
3

;  б) 
( )∫

+++ 221 2 xxx

dx ;  в) ∫ −+ dxxx 223 . 

 
Решение 

 
 

а) ∫ ∫∫ 








+
−+−=

+
=









=
=

=
+

dt
t

tt
tt

dtt
dttdx

tx
xx

dx
1

1166
6

2
32

5

5

6

3
= 

 CxxxxCtttt
+++−=+








+−+−= 1ln66321ln

23
6 663

23

 

 
 

б) 
( ) ∫∫ =

+
−=

















−=

=+
=

+++ 1

11

221 2

2

2 t
dt

t
dtdx
t

x

xxx
dx

 

 
( )

C
x

xx

C
xx

Ctt

+
+

+++
−=

=++
+

+
+

−=+++−

1
221ln

1
1

1
1

1ln1ln

2

2
2

 

 
 

в) ( ) =








=
=−

=−−=−+ ∫∫ tdtdx
tx

dxxdxxx
cos2

sin21
1223 222  

 

( ) ( )

( ) Cxxxx

Ctttdtttdt

+








 ++−
+

−
=

=++=+== ∫∫

4
231

2
1arcsin2

cossin22cos12cos4

2

2
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Тема 6.2. Определенный интеграл 

Пусть функция ( )xf  определена на отрезке [ ]ba, . Разделим 
этот отрезок на n  произвольных частей  

bxxxxa n =<<<= ...210  
Для каждого элементарного отрезка [ ]ii xx ,1−  определим его 

длину 1−−=∆ iii xxx   и значение функции ( )if ξ  в произвольной 
точке [ ]iii xx ,1−∈ξ  (рис. 6.1.).  
 

 
 

Рис. 6.1. 
 

Определение 6.3. Интегральной суммой от функции ( )xf  на 
отрезке [ ]ba,  называется сумма вида 

 ( )∑
=

∆ξ
n

i
ii xf

1
  

Определение 6.4. Определенным интегралом функции ( )xf  на 
этом отрезке называется предел интегральной суммы при условии, 
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что длина наибольшего из элементарных отрезков стремится к ну-
лю: 

( ) ( )∑∫
=

→∆
∆=

n

i
iix

b

a

xfdxxf
i 10max

lim ξ  

Числа  a  и  b  называются соответственно нижним и верхним 
пределами интегрирования. 

Геометрический смысл определенного интеграла: это пло-
щадь криволинейной трапеции, т.е. фигуры, ограниченной ли-
ниями ( ) ,, axxfy ==    0, == ybx   (рис.6.1): 

 ( )∫=
b

a
dxxfS   

Теорема 6.3. Достаточным условием существования опреде-
ленного интеграла на отрезке [ ]ba,  является непрерывность функ-
ции ( )xf  на этом отрезке. 
Основные свойства определенного интеграла 

( )∫ =
а

a

dxxf ,0  

( ) ( )∫ ∫−=
b

a

a

b
dxxfdxxf ,  

( ) ( ) ( ) [ ]bacdxxfdxxfdxxf
b

a

b

c

c

a
,, ∈+=∫ ∫∫   где    

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxfxf ,2121  

( ) ( )∫ ∫=
b

a

b

a
dxxfCdxxCf ,   где С  - постоянная. 

Для нахождения значения определенного интеграла использу-
ется формула Ньютона-Лейбница: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ −==
b

a

b

a
aFbFxFdxxf ,   

где ( )xF  - первообразная функции ( )xf . 
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 Формула интегрирования по частям для определенного инте-
грала выглядит так 

 ∫∫ −=
b

a

b

a

b

a
vduuvudv   

При замене переменной 

 ( ) ( )( ) ( )∫ ∫
β

α

ϕ′ϕ=
b

a
dtttfdxxf ,  

где новые значения пределов интегрирования α  и β  определяются 
из соотношений ( )αϕ=a  и ( )βϕ=b , а функция ( )tx ϕ=  и ее про-
изводная ( )tϕ′  непрерывны на [ ]βα, . 

Если ( )xf  - четная функция, то ( )∫ =
a

a
dxxf 0 . 

Если ( )xf  - нечетная функция, то ( ) хdxxf
a

a
∫
−

= ( )∫=
a

dxxf
0

2 . 

Определенный интеграл используется для нахождения объема 
тела, образованного вращением дуги кривой ( ) [ ]21,, xxxxfy ∈=    , 
вокруг оси OX: 

 ( )∫=
2

1

2
x

x
х dxxfV π   

или кривой ( ) [ ]21,, yyy  yx ∈= ϕ ,  вокруг ОY: 

 ( )∫=
2

1

2
y

y

dyyy ϕπ   

 
Задача 6.5.  Вычислить: 

 

а) xdxx sincos
2

0

3∫

π

; б) ( )∫

π

++
2

0

2 3sin65 xdxxx ; в) ∫
−

9

4 1x
dx . 
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Решение 

4
30cos

2
cos

4
3

cos
4
3)(coscossincos)

3
4

3
4

2

0

2

0

3
12

0

3 3
4

=







−−=

=−=−= ∫∫

π

πππ

xxxdxdxx a
 

 
б) Интегрируем по частям: 
 

( )

( )
=













−=+=

=+−=
=

=++∫

xvdxxdu

xdxdvxxu

xdxxx

3cos
3
1,52

3sin,65

3sin65

2

2

0

2

π

 

( ) ( ) =−++−−= ∫
2

0

2
0

2 3cos52
3
1653cos

3
1

π
π

xdxxxxx  

+=












==

=−=
= 2

3sin
3
1,2

3cos,52

xvdxdu

xdxdvxu
  

( ) =















−−+ ∫

2

0

2
0

3sin
3
2523sin

3
1

3
1

π

π

xdxxx  

( )
927

673cos
9
25

3
1

3
12 2

0

π
π

π

−=



 ++−+= x  
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в) 
 

 

 

 
Задача 6.6. Вычислить площадь, ограниченную линиями 

,4 2xy −=   0=y . 
Решение 

Для определения границ интегрирования решим систему 

 




−=

=
24

0
xy

y
,  

откуда ,21 −=x   22 =x   (рис. 6.2). 

 
 

Рис. 6.2 
 

( )[ ] ( )2ln121ln2
1

112

1
112

1
2

39

24

2

1

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

2

9

4

+=−+=







−
+=

=
−

+−
=

−
=

























==

==

=
=

=
−

∫

∫∫∫

ttdt
t

t
t

t
tdttdtdx

tx

x
dx

β

α
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Тогда 

( ) ( )
3

32
3

42424
2

0

32

0

2
2

2

2 =







−=−=−= ∫∫

−

xxdxxdxxS  (кв. ед.) 

Задача 6.7.  Определить объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Оу фигуры, ограниченной линиями 1
2

2

2

2

=−
b
y

a
x  и 

by ±= . 
 

Решение 
 
Из уравнения гиперболы определяем 

 







+=

2

2
22 1

b
yax   

Тогда объем тела, образованного вращением части гиперболы 
вокруг оси Оу в пределах от by −=  до by = , равен 

( )..
3

8
3

2

121

2

0
2

3
2

0
2

2
2

2

2
2

едкубba
b
yya

dy
b
yady

b
yaV

b

b

b

b

y

π
π

ππ

=







+=

=







+=








+= ∫ ∫

−
 

 

 

Тема 6.3. Несобственные интегралы 

 
Определение 6.5. Несобственными интегралами называются 

интегралы с бесконечными пределами или интегралы от неограни-
ченных функций.  
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Несобственные интегралы с бесконечными пределами 
 

Определение 6.6. Предел интеграла  ( )∫=
x

a

dxxfxI )(  при неог-

раниченном возрастании  х называется несобственным интегра-
лом от функции )(xf  . 

Такой интеграл обозначается ( )∫
+∞

a

dxxf . 

Несобственными интегралами с бесконечными пределами 
также являются интегралы вида 

 

 ( )∫
∞−

b

dxxf ,  ( )∫
+∞

∞−

dxxf . 

 

Если преедел интеграла ( )∫
+∞

a

dxxf  при ∞→x  существует и 

конечен, то он называется сходящимся, в противном случае такой 
интеграл называется расходящимся. 

Заметим, что при 0)( 〉xf  интеграл ( )∫
+∞

a

dxxf  геометрически 

можно трактовать как площадь бесконечно длинной криволиней-
ной трапеции. 

Правила исследования таких интегралов дает теорема. 
 
Теорема 6.4. Если первообразная F(x) для функции )(xf имеет 

конечный предел при ∞→x , то несобственный интеграл 

( )∫
x

a

dxxf  сходится и вычисляется при помощи формулы Ньютона-

Лейбница, если первообразная F(x) для функции )(xf  не имеет 
конечный предел при ∞→x , то несобственный интеграл является 
расходящимся. 
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Задача 6.8 Вычислить несобственный интеграл или показать, 
что он расходится 

 

а) ∫
∞

1
2x

dx ,     б) ∫
∞

1 x
dx ,     в) ∫

∞

1 x
dx ,      г) ∫

∞

1
nx

dx  

 
Решение 

а) 1101lim
11

2
=+=








−=∫

∞

∞→

a

a xx
dx  

б) ∞=−∞==∫
∞

∞→
0lnlim

1
1

a

a
x

x
dx интеграл расходится, 

в) ( ) ∞=−∞=












=∫

∞

∞→
122lim

1

2
1

1

a

a
x

x
dx  - интеграл расходится 

г) ( )1
1

1lim 1

1
−

−
= −

∞

∞→∫ n

an
a

nx
dx  

Как показано в пунктах б) и в) при 1≤n  интеграл расходится. 
Если 1>n  

1
1

1 −
=∫

∞

nx
dx

n
. 

 
Несобственные интегралы от неограниченных функций 

 
Известно, что необходимым условием интегрируемости функ-

ции на отрезке [ ]ba, есть ее ограниченность. Однако, встречаются 
задачи, которые приводят к рассмотрению интеграла от функций, 
которые являются ограниченными практически на всем отрезке и 
только в окрестности некоторой точки являются неограничены. 
Интегралы от неограниченных функций также называются несоб-
ственными. 
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Определение 6.7. Несобственным интегралом ( )∫
b

a

dxxf  где 

∞=− )0(bf  от функции ( )xf  неограниченной в промежутке 

),[ ba  называется предел интеграла ( )∫
x

a

dxxf  при 0−→ bx . 

Итак, в соответствии с определением имеют 

 ( ) ( )∫∫ −→
=

x

a
bx

b

a

dxxfdxxf
0

lim , где ∞=− )0(bf .  

Правила исследования таких интегралов дает теорема. 
Теорема 6.5. Если первообразная F(x) для функции )(xf имеет 

левосторонний предел в точке bx = , то несобственный интеграл 

( )∫
b

a

dxxf  ( ∞=− )0(bf ) сходится и вычисляется при помощи 

формулы Ньютона-Лейбница, если первообразная F(x) для функ-
ции )(xf  не имеет конечный предел, то такой несобственный ин-
теграл является расходящимся. 

 
Задача 6.9 Вычислить несобственный интеграл или показать, 

что он расходится 
 

а) ∫
1

0 x
dx

,     б) ∫ −

2
1

0 21 x
dx

.      

 
Решение 

а) ( ) ∞==∫ +→

1
1

0
00

lnlim
aa

x
x
dx

 интеграл расходится. 

б) 1]21[lim
21

)21(
2
1

21 0

2
1

0 0
2
1

2
1

0

=−−=
−
−

−=
−∫ ∫

−→

b

b
x

x
xd

x
dx

. 
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Раздел 7. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Определение 7.1. Дифференциальным уравнением называется 
соотношение, содержащее неизвестную функцию под знаком про-
изводной или дифференциала.  

Если искомая функция есть функция одной независимой пере-
менной, то дифференциальное уравнение называется обыкновен-
ным. Если такая функция есть функцией многих независимых пе-
ременных, то такое дифференциальное уравнение называется урав-
нением в частных производных. 

Порядок дифференциального уравнения определяется поряд-
ком высшей производной, входящей в уравнение. 

В общем виде дифференциальное уравнение n -го порядка 
можно записать следующим образом  
 ( )( ) 0,...,, 1 =nyyyxF   

Решением дифференциального уравнения называется всякая 
функция ( )xyy = , при подстановке которой в уравнение оно об-
ращается в тождество. 

Процесс нахождения решения дифференциального уравнения 
называется его интегрированием. 

Общим решением дифференциального уравнения п-го порядка 
называется решение вида ( )ncccxyy ,..., 21= . Геометрически об-
щее решение выражается множеством (или семейством) инте-
гральных кривых. 

Решения, полученные из общего при определенных значениях 
произвольных постоянных nccc ,..., 21 , называются частными ре-
шениями, график частного решения представляет собой интеграль-
ную кривую. 

Задача отыскания из общего решения его некоторого частного 
называется задачей Коши. 

Тема 7.1. Дифференциальные уравнения первого порядка 
Определение 8.2. Дифференциальным уравнением первого по-

рядка называется соотношение, связующее независимую перемен-
ную, неизвестную функцию и ее производную. 
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В общем виде дифференциальное уравнение первого порядка 
записывается следующим образом  
 ( ) 0,, =′yyxF  (7.1) 

Здесь функция может явно зависеть или не зависеть от x  или 
y , но она  непременно должна зависеть от y′ . 

Если уравнение (7.1) разрешено относительно y′  , то получают 
уравнение вида 
 ( )yxfy ,=′   
которое называется уравнением, разрешенным относительно про-
изводной. Следует отметить, что дифференциальное уравнение 
первого порядка, разрешенное относительно производной, всегда 
можно записать в так называемой дифференциальной форме: 
 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP   

Решение дифференциального уравнения 1-го порядка, содер-
жащее произвольную постоянную, называется общим его решени-
ем, т. е. в таком случае решение можно записать в виде функции  
 ( )ϕ,xfy =   

Рассмотрим основные типы дифференциальных уравнений 1-
го порядка. 

Уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальное уравнение ( )yxfy ,=′  называется уравне-
нием с разделяющимися переменными, если его можно представить 
в виде 
 ( ) ( )yxy ψ⋅ϕ=′   (7.2) 
т. е. если его правая часть есть произведением двух функций, одна 
из которых не зависит от x , а другая от y . Предположим, что 
функции ( )xϕ  и ( )yψ  непрерывны на интервалах bxa << , 

dyc <<  и что функция ( ) 0≠ψ y . Тогда уравнение (8.2) можно 
представить в виде 

 
( )

( )dxx
y

dy
ϕ=

ψ
.  

Очевидно, что при этом переменные разделяются и имеют 
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( )

( )∫∫ +ϕ=
ψ

cdxx
y

dy   

или  
 ( ) ( ) cxyk += d   

Последние соотношения охватывают все решения диффе-
ренциального уравнения (7.2) в области 
 { }dycbxa <<<<    ; .  
 

Задача 7.1. Проинтегрировать уравнение ( )12 +=′ yxy . 
Здесь ( ) ( ) ( ) 01  ;1  ; 22 ≠++== yyyxx ψϕ .  
Тогда 

xdx
y

dy
=

+ 21
или ∫∫ =

+
xdx

y
dy

21
 

После интегрирования имеем 

 cxy +=
2

arctg
2

  

или 

 







+= cxy

2
tg

2

  (7.3) 

 
222

2
0 π

<+<
π

− cx   

Задавая любые значения (начальные) 0x  и 0y  из соотношения 
(7.3) можно определить с и, следовательно, выделить частное ре-
шение. Найдем частное решение исходного уравнения при, напри-
мер, следующих начальных условиях ( ) 01 =y . Тогда 

 cxy +=
2

arctg
2
0

0 ;  

 
2

arctg
2
0

0
xyc −= .  

Следовательно, 
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 







−+=

2
arctg

2
tg

2
0

0

2 xyxy   

или 

 







−=

2
1

2
tg

2xy .  

Однородные уравнения 

Функция ( )yxf ,  для которой выполняется условие 
 ( ) ( )yxfttytxf n ,, ⋅=   
называется однородной функцией n -й степени. 

Например, функция ( ) yxxyxf 23 3, += - однородная функция 
третьей степени. 

Определение 7.3. Дифференциальное уравнение ( )yxfy ,=′  
называется однородным, если его правая часть ( )yxf ,  есть одно-
родная функция нулевой степени относительно своих аргументов.  

Однородным будет всякое уравнение вида 
 

 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP ,  
где ( ) ( )yxQyxP ,,,    - однородные функции одинаковой степени. 

Утверждение 7.1. Выполняя замену переменных xyt =   
( )txy = , однородное уравнение приводят к уравнению с разде-
ляющимися переменными.  

При этом txty +′=′  или через дифференциальную форму 
tdxxdtdy += . 

Доказательство утверждения 7.1. Рассмотрим уравнение вида 
( )yxfy ,=′ . Применяя замену txy =  правую часть такого урав-

нения можно записать в виде 

 ( ) ( ) 







==

x
yftxxfyxf ;1,,   

т.е.  
 ( ) 






= y

x
yyxf ,, ϕ .  
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Последнее соотношение показывает, что правая часть исходно-
го уравнения фактически зависит от одного аргумента - отношения 

xy , т.е. 

 







ϕ=′

x
yy   

Вводя новую неизвестную функцию t  с помощью подставки 
txy = , получим 

 ( )ttxt ϕ=+′   
или  

 ( )
x

ttt −ϕ
=′   

Однако, последнее уравнение и есть уравнением с разделяю-
щимися переменными относительно неизвестной функции t  Об-
щий интеграл такого уравнения имеет вид 

 ( )∫ ∫ +=
−

c
x

dx
tt

dt
ϕ

  

Заменяя в этом соотношении вспомогательную функцию t  ее 
выражением через x  и y , находят общий интеграл исходного 
уравнения в области переменных x , y . 

Задача 7.2. Проинтегрировать уравнение  
( ) 0222 =+− xydydxyx . 

Данное уравнение относится к однородному типу, поскольку 
коэффициенты при dx  и dy  являются однородными функциями 
второй степени.  

Полагая ,txy = tdxxdtdy += , имеем  
( ) ( ) 02 2222 =++− tdxxdttxdxxtx  

или 
( ) 021 2 =++ xtdtdxt  

Разделяя переменные, получим 

0
1

2
2

=
+

+ dt
t
t

x
dx , 
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0
1

2
2

=
+

+ ∫∫ dt
t
t

x
dx , 

ctx ln1lnln 2 =++ , 

( ) ctx =+ 21  
Учитывая, что xyt = , имеем 

c
x
yx =








+

2

2

1  

cyx =+ 22 . 

Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах 

Определение 7.4. Дифференциальное уравнение вида  
 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP  (7.4) 

где 
x
Q

y
P

∂

∂
=

∂

∂ называется уравнением в полных дифференциалах. 

Заметим, что левая часть такого уравнения есть полный диф-
ференциал некоторой функции ( )yxu , . 

В общем случае, уравнение (7.4) можно представить в виде  
 ( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPyxdu ,,, +=  (7.5)  

Вместо уравнения (7.5) можно рассматривать уравнение  
 ( ) 0, =yxdu ,  
решение которого есть общим интегралом уравнения (7.4). Таким 
образом, для решения уравнения (7.4) необходимо найти функцию 

( )yxu , . В соответствии с определением уравнения (7.4), имеем 

 
( )

( )yxQ
y
v

yxP
x
u

,

,

=
∂

∂

=
∂

∂

 (7.6) 

Функцию ( )yxu ,  будем отыскивать, как функцию, удовлетво-
ряющую одному из этих условий (7.6): 
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 ( ) ( ) ( )∫ ϕ+=
x

x
ydxyxPyxu

0

,,   

где ϕ  - произвольная функция, не зависящая от x . 
Функция ( )yϕ  определяется так, чтобы выполнялось второе 

условие выражения (7.6) 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )yxQydx
y

yxP

ydx
y

yxP
y
u

,,

,

=ϕ′+
∂

∂

ϕ′+
∂

∂
=

∂

∂

∫

∫
 (7.7) 

Из выражения (7.7) и определяется функция ( )yϕ . Подставляя 
ее в выражение для ( )yxu ,  и получают общий интеграл исходного 
уравнения.  

Задача 7.3. Проинтегрировать уравнение 
 ( ) ( ) 04663 3222 =+++ dyyyxdxxyx   

Здесь xy
x
Qxy

y
P 12,12 =

∂

∂
=

∂

∂    . 

Следовательно, данное уравнение относится к типу дифферен-
циальных уравнений в полных дифференциалах. Функцию ( )yxu ,  
будем отыскивать в виде 

( ) ( ) ( )∫ ϕ+= ydxyxPyxu ,, ; 

( ) ( ) ( )∫ ϕ++= ydxxyxyxu 22 63,  

( ) ( ) ( ) ( )ycycyxxyxu =ϕ++= y         ;223 3, ; 

( )ycyx
y
u ′+=

∂

∂ 26 . 

С другой стороны, 
32 46 yyx

y
u

+=
∂

∂ . 

Тогда ( ) 322 466 yyxycyx +=′+ ; 
( ) ( ) ( ) cydyyycyyc +===′ ∫ 433 ;4;4 yc                . 
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( ) cyyxxyxu +++= 4223 3,  
03 4223 =+++ cyyxx  

В ряде случаев условие 
x
Q

y
P

∂

∂
=

∂

∂  может не выполняться.  

 Тогда такие уравнения к рассматриваемому типу приводятся 
умножением на так называемый интегрирующий множитель, кото-
рый, в общем случае, является функцией только x  или y . 

Если у некоторого уравнения существует интегрирующий 
множитель, зависящий только от x , то он определяется по форму-
ле 

 ∫
∂

∂
−

∂

∂

=µ dx
Q

x
Q

y
P

e   

где отношение 
Q

x
Q

y
P

∂

∂
−

∂

∂

 должно быть только функцией x . 

Аналогично, интегрирующий множитель, зависящий только от 
y , определяется по формуле 

 ∫
∂

∂
−

∂

∂

−=µ dy
P

x
Q

y
P

e   

где отношение 
P

x
Q

y
P

∂

∂
−

∂

∂

 должно быть только функцией y . 

Отсутствие в приведенных соотношениях, в первом случае пе-
ременной y , а во втором - переменной x , являются признаком су-
ществования интегрирующего множителя для данного уравнения. 

Задача 7.4. Привести данное уравнение к уравнению в полных 
дифференциалах. 

 ( ) 0
3

2 22
3

2 =++







++ dyyxdxyyxxy   
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x
x
Qyxx

y
P 2;2 22 =

∂

∂
++=

∂

∂    . 

Рассмотрим отношение: 

122
22

22

=
+

−++
=∂

∂
−

∂

∂

yx
xyxx

Q
x
Q

y
P

 

xe        =µ=µ ∫ ,dxe .  

0)(
3

2 22
3

2 =++







++ dyeyxdxeyyxxy xx  

Тема 7.2. Линейные дифференциальные уравнения 
Определение 7.5. Дифференциальное уравнение ( )yxfy ,=′  

называется линейным, если оно линейно относительно искомой 
функции y , ее производной y′  и не содержит произведения иско-
мой функции и ее производной. 

Общий вид линейного дифференциального уравнения пред-
ставляется следующим соотношением: 
 ( ) ( )xQyxPy =+′  (7.8) 

Если в соотношении (7.8) правая часть ( ) 0≡xQ , то такое 
уравнение называется линейным однородным. В случае, когда пра-
вая часть ( ) 0≠xQ , то такое уравнение называется линейным неод-
нородным. 

 Покажем, что уравнение (7.8) интегрируется в квадратурах. 
 На первом этапе рассмотрим линейное однородное уравнение. 

 ( ) 0=+′ yxPy   
Такое уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными. Действительно, 

( )dxxP
y

dy
−= ; 

( )∫ +−= cdxxPy lnln ; 
( )∫⋅=

− dxxP
ecy 0,0  
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Последнее соотношение и определяет общее решение линей-
ного однородного уравнения. 

Для отыскания общего решения линейного неоднородного 
уравнения применяется метод вариации производной постоянной. 
Идея метода состоит в том, что общее решение линейного неодно-
родного уравнения в том же виде, что и решение соответствующего 
однородного уравнения, однако произвольная постоянная c  заме-
няется некоторой функцией ( )xc , подлежащей определению. Итак, 
имеем: 
 ( ) ( ) ( )∫−⋅= dxxPexcxy  (7.9) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −− ⋅−⋅′=′ dxxPdxxP exPxcexcxy   
Подставляя в соотношение (7.8) выражения, соответствующие 

( )xy  и ( )xy ′ , получим 

 ( ) ( ) ( )xQexc dxxP =⋅′ ∫−   
 или 

 ( ) ( ) ( )∫⋅= dxxPexQ
dx

xdc   

 ( ) ( ) ( )
1cdxexQxc

dxxP
+∫⋅= ∫   

Подставляя последнее выражение в соотношение (7.9), полу-
чают общий интеграл линейного неоднородного уравнения. 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫⋅



 +∫⋅=

−

∫
dxxPdxxP

ecdxexQxy 1   

Таким образом, общее решение линейного неоднородного 
уравнения определяется двумя квадратурами: общего решения ли-
нейного однородного уравнения и частного решения линейного 
неоднородного уравнения. 
Задача 7.5. Проинтегрировать уравнение ( ) 2

12 xexxyy +=−′   

Здесь ( ) ( ) ( ) 2
1;2 xexxxP +=−= xQ        . 

Таким образом, исходное уравнение относится к типу линей-
ных неоднородных дифференциальных уравнений. 

На первом этапе найдем общее решение линейного однородно-
го уравнения.  
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;2

;02
xyy
xyy

=′
=−′

  

           2xdx;
y
dy

=   

 
2

00
2 ;lnln x

, ceycxy =+=           
На втором этапе определим общее решение линейного неодно-

родного уравнения, которое отыскивают в виде- 
 ( ) 2xexcy ⋅= ,  
где ( )xc  - функция, подлежащая определению. 

 Итак, имеем: 
 ( ) ( ) 22

2 xx exxcexcy ⋅⋅+⋅′=′   
Подставляя соотношения для y  и y′в исходное линейное не-

однородное уравнение получим:  
( ) ( ) ( ) ( ) 2222

122 xxxx exexcxexxcexc +=⋅⋅−⋅⋅+⋅′   
( ) ( )1+=′ xxc ;  

( ) ( ) 11 cdcxxxc ++= ∫ ; 

( ) ( )
1

2

2
1 cxxc +

+
= . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения будет 
иметь вид: 

 
( ) 2

1

2

,0 2
1 x

н ecxy ⋅







+

+
= . 

Уравнение Бернулли 
Так называется уравнение вида 

 ( ) ( ) myxQyxPy ⋅=+′  (7.10) 
где 0≠m   и 1≠m . 

При 0=m  уравнение (7.10) превращается в линейное неодно-
родное уравнение, при 1=m  такое уравнение превращается в ли-
нейное однородное. 
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Утверждение 7.2. При помощи подстановки zy m =−1 , где z - 
новая неизвестная функция, уравнение Бернулли преобразуется к 
линейному относительно переменной z .  

При выполнении такого рода подстановки, имеем, если 
zy m =−1 , то 

 ( )
1

1;1
−

′=′′=′⋅− −

m
yzyzyym mm      . 

Тогда, после подстановки выражений для переменных y  и y′  
в соотношение (8.10), получают 
 ( ) ( ) ( ) ( )xQmzxPmz −=−+′ 11  

 или  
 ( ) ( )xQzxPz 11 =+′  (8.11) 

Последнее уравнение относится к типу линейных неоднород-
ных уравнений и может быть проинтегрировано в квадратурах. То-
гда таким свойством будет  обладать и уравнение Бернулли. Урав-
нение (7.11) можно проинтегрировать методом вариации произ-
водной постоянной 

Задача 7.6. Проинтегрировать уравнение  
 33yxxyy =+′   

Здесь 3=m  и данное уравнение будет относиться к типу 
уравнений Бернулли. Для его решения применяем подстановку 

 z
y

yzyyzy ′⋅−=′==
−

−

3
32

2
1;;                      

После подстановки соотношений для y  и y′  в исходное урав-
нение, получим 
 322 xxzz −=−′ .  

Решая такое уравнение методом вариации произвольной по-
стоянной, получим 
 ( ) 2

12 xecxz ⋅++=   
Возвращаясь к исходным переменным, имеем совокупность 

решений заданного уравнения  
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 ( )






=
⋅++=−

.0
;1

222

y
ecxy x

 

Тема 7.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения  
II порядка с постоянными коэффициентами 

Общий вид линейного однородного дифференциального уравнения 
II порядка с постоянными коэффициентами представляется сле-
дующим образом: 
 021 =+′+′′ yayay  (7.12) 

Определение 7.6. Любое решение дифференциального уравне-
ния (7.12), представленное в виде ( )xfy =  называется частным 
решением. 

Определение 8.7. Фундаментальной системой решений линей-
ного однородного дифференциального уравнения II порядка на ин-
тервале ( )ba;  называется совокупность его двух частных решений 
линейного однородного уравнения определенных и линейно-
независимых на интервале ( )ba; . 

Следствие определения 7.7. Для того, чтобы система двух ча-
стных решений линейного однородного уравнения II порядка была 
фундаментальной, необходимо и достаточно, чтобы составленный 
для нее определитель Вронского отличался от нуля по крайней ме-
ре в одной точке интервала ( )ba; .  

Определение 7.8. Определитель вида 

 ( )
21

21
21,

yy
yy

yyW
′′

=  

называется определителем Вронского для дифференциального 
уравнения II порядка. 

Теорема 7.1. Если функции ( )xy1  и ( )xy2  линейнозависимы 
на интервале ( )ba; , то определитель Вронского превращается в 
нуль. 

С помощью фундаментальной системы решений дифференци-
ального уравнения II-го порядка можно решить вопрос о структуре 
общего интеграла однородного дифференциального уравнения II-
го порядка. 
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Теорема 7.2. Если 21, yy  - фундаментальная система решений 
линейного однородного уравнения II-го порядка на интервале 
( )ba; , то линейная комбинация этих решений 
 2211 ycycy +=  
есть общее решение дифференциального уравнения в заданной об-
ласти.  

Примечание. Из теоремы следует, что для того, чтобы полу-
чить общее решение, необходимо найти два линейно-независимых 
частных решения и взять их линейную комбинацию. Например, для 
уравнения 0=′−′′ yy , частными решениями будут функции вида 

xx eyey −== 21 , . Следует иметь в виду, что эти решения на всей 
действительной оси будут линейно-независимыми, поскольку 

 ( ) 2,
1

21 −=
−

=
−

−

xx

xx

ee
eeyyW . 

Тогда общее решение дифференциального уравнения вида 
0=′−′′ yy  будет записано в виде 

 xx ececy −+= 21 . 
Частные решения дифференциального уравнения (7.12) оты-

скиваются в виде 
 kxey =   (7.13) 

Выбор решения уравнения (8.12) в виде (8.13) основан на том, 
что функция kxey =  определена для всех ( )∞+∞−∈ ;x , имеет 
производную любого порядка и нигде не обращается в нуль.  

После подстановки (7.13) в (7.12) имеем  
 ( ) 021

2 =++ akakekx . 
Поскольку 0≠kxe , то решение (8.13) будет удовлетворять 

уравнению (7.12), если 
 021

2 =++ akak   (7.14) 
Такое уравнение принято называть характеристическим урав-

нением, корни его определяются из соотношения 

 
2

4 2
2
11

2,1
aaa

k
−±−

= . 
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При решении характеристического уравнения (7.14) возможны 
следующие варианты: 
1. Корни характеристического уравнения действительные и раз-
личные.  

При этом xkxk eyey 21
21 ; ==  и общее решение линейного 

однородного уравнения представляется следующим образом:  
 xkxk ececy 21

21 += . 
2. Корни характеристического уравнения действительны и рав-

ны между собой.  
Итак, здесь имеют kkk == 21 . 
Тогда одно частное решение записывается в виде kxey =1 , а 

другое kxxey =2 . 
При этом нетрудно проверить, что система решений 

( )xyy 11 =  и ( )xyy 22 =  будет фундаментальной. Таким образом, 
здесь общее решение исходного уравнения записывается в виде 

kxkx xececy 21 +=  или ( )xccey kx
21 += . 

3. Корни характеристического уравнения комплексно-
сопряженные. При этом, имеют следующее решение характеристи-
ческого уравнения (8.14): 
 β±α= ik 2,1 , здесь 1−=i , 

тогда xey x βα cos1 = , xey x βα sin2 =  и общий интеграл диффе-
ренциального уравнения представляют в виде  
 ( )xcxcey x ββα sincos 21 += . 

Задача 7.7. Найти общее решение дифференциального уравне-
ния 
 02 =+′+′′ yyy . 

Характеристическое уравнение здесь имеет вид  
 0122 =++ kk . 

Его решения будут определяться следующим образом: 
 121 −== kk . 

В таком случае фундаментальная система решений будет вы-
ражаться следующими функциями 



 141  

 xey −=1 ,   xxey −=2  
и общий интеграл исходного уравнения будет иметь вид 
 ( )xccey x

21 += − . 
Задача 7.8. Найти решение задачи Коши для дифференциаль-

ного уравнения 016 =+′′ yy  при начальных условиях 
( ) ( ) 40;00 =′= yy .  
Характеристическое уравнение здесь имеет вид  

 0162 =+k ; 
Тогда 

 ik 42,1 ±= . 
В таком случае 

 xeyxey xx 4sin;4cos 0
2

0
1 =⋅= .  

Общий интеграл исходного уравнения имеет вид 
 xcxcy 4sin4cos 21 += .  

Далее решим задачу Коши.  
Используя условие ( ) 00 =y , определим значение 1c . 

 0;010 11 =+= cc . 
Используя условие ( ) 40 =′y  определим 2c  

 xcxcy 4cos44sin4 21 +−=′ . 
 1;4044 22 =+⋅−= cc . 

Итак, решение задачи Коши при заданных начальных условиях 
имеет вид: 
 xy 4sin= . 

Тема 7.4. Линейные неоднородные дифференциальные уравне-
ния II-го порядка с постоянными коэффициентами 

 
Общий вид линейного неоднородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами записывается следую-
щим образом: 
 ( )xfyayay =+′+′′ 21   (7.15)  
здесь 21, aa  -постоянные, ( ) 0≠xf . 
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Структура общего решения уравнения (7.15) может опреде-
ляться на основе теоремы 7.3. 

Теорема 7.3. Общим решением дифференциального уравнения 
(7.15) при постоянных коэффициентах 21, aa  и непрерывной функ-
ции ( )xf  есть сумма общего решения соответствующего однород-
ного дифференциального уравнения и любого частного решения 
неоднородного уравнения, т.е. 

 ( ) ∑
=

+=
2

1i
ii yycxy )   (7.16) 

Общее решение уравнения (7.15) можно определить при по-
мощи теоремы 7.4.  

Теорема 7.4. Общее решение линейного неоднородного урав-
нения (7.15) в некоторой области может быть найдено в квадрату-
рах, если известно общее уравнение соответствующего однородно-
го уравнения. 

В общем случае, задача подбора частного решения вызывает 
определенные трудности, в связи с чем представляет интерес ме-
тод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). Этот 
метод позволяет найти общее решение линейного неоднородного 
уравнения в квадратурах по известной фундаментальной системе 
решений соответствующего однородного уравнения с постоянны-
ми коэффициентами. Идея метода состоит в следующем. Пусть из-
вестна фундаментальная система решения 21, yy  соответствующе-
го однородного уравнения. Тогда общее решение неоднородного 
уравнения отыскивают в виде 

 ( ) ( )∑
=

=
2

1i
ii yxcxy  (7.17) 

где ( )xci - неизвестные функции. 
Такие функции для дифференциального уравнения второго по-

рядка определяются из решения следующей системы: 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( )




=′′+′′
=′+′

xfyxcyxc
yxcyxc

2211

2211 0
 (8.17) 

Таким образом, для решения неоднородного дифференциаль-
ного уравнения II порядка необходимо: 
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1) решить однородное дифференциальное уравнение и запи-
сать его общее решение; 

2) записать общее решение неоднородного уравнения в форме 
общего решения однородного уравнения, однако с переменными 
коэффициентами; 

3) построить систему (7.16) и решить ее; 
4) решение системы (7.18) подставить в выражение (8.17) и по-

лучить при этом общий интеграл линейного неоднородного урав-
нения.  

 
Задача 7.9. Методом вариации произвольной постоянной про-

интегрировать уравнение 

 
x

yy
cos

1
=+′′ . 

 
На первом этапе составим характеристическое уравнение 

 012 =+k . 
Решение такого уравнения имеет вид: 

 ik ±=2,1 . 
Фундаментальная система решений общего однородного урав-

нения представляется функциями: 
 xyxy sin;cos 21 == . 

Тогда общее решение линейного однородного уравнения запи-
сывается в виде 
 xcxcy sincos 21 += . 

 
Общее решение линейного неоднородного уравнения пред-

ставляется соотношением 
 ( ) ( ) xxcxxcy sincos 21 += . 

Функции ( ) ( )xcxc 21 ,  находим из системы  

 
( )

( )





=′+′−

=′+′

.
cos

1cossin

,0sincos

21

21

x
xcxxc

xcxxc
 

Решая такую систему, имеем  



 144 

 ( ) ( ) .;cosln 2211 cxxccxxc ′+=′+=  
 
Общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид 
 ( ) ( ) xcxxcxy sincoscosln 21 ′++′+= . 
 

Определение частного решения линейного неоднородного 
уравнения методом неопределенных коэффициентов 

Вновь рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение II-го порядка с постоянными коэффициентами 
 ( )xfyayay =+′+′′ 21 , (7.15) 

Это уравнение, как было показано ранее, всегда можно проин-
тегрировать в квадратурах методом вариации произвольной посто-
янной. 

Однако, необходимо отметить, что в ряде случаев, уравнение 
(7.15) можно проинтегрировать без квадратур, чисто алгебраиче-
скими методами. Оказывается, что если функция ( )xf  - правая 
часть уравнения (7.15) - имеет специальный вид, то частное реше-
ние линейного неоднородного уравнения может быть определено 
методом неопределенных коэффициентов.  

 
Теорема 7.5. Если правая часть уравнения (7.15) имеет вид 

 ( ) ( ) xexPxf α= , 
где ( ) m

mmm AxAxAxAxP ++++= −− ...2
2

1
10 - многочлен степе-

ни m , то его частное решение можно отыскать в виде  
 ( )xQexy xr ⋅= α) , 
где ( )xQ  - некоторый многочлен степени m , r  - число, которое 
показывает, сколько раз α  есть корнем характеристического урав-
нения для соответствующего линейного однородного дифференци-
ального уравнения.  
 

Задача 7.10. Найти общее решение дифференциального урав-
нения 
 xxeyy 2=−′′ . 
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Составим характеристическое уравнение  
 012 =−k . 

Здесь 1;1 21 −== kk . 
Тогда xx ececy −+= 2100 . 
Поскольку 2=α а>2 не есть корнем характеристического 

уравнения, то 0=r  и имеем:  
 ( ) xeBAxy 2+=) . 

Определим y′)  и y ′′)  
 ( )BAxeAey xx ++=′ 22 2) , 
 ( ) AeBAxeAey xxx ⋅+++=′′ 222 242) . 

Подставляя выражение для yyy ′′′ ))) и,  в исходное уравнение, 
имеем 
 xBAxBAxA ≡−−++ 444 . 

 
.034

;13
0 =+

=
BA

A
x
x

 

 .
9
4,

3
1

−== BA  

Частное решение линейного неоднородного уравнения записы-
вается следующим образом 

 xexy 2

9
4

3
1









−=) . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения пред-
ставляется соотношением 

 xxx exececy 2
21

9
4

3
1









−++= − . 

Задача 7.11. Найти общее решение дифференциального урав-
нения 
 xeyyy 32 =+′−′′ . 

Составим характеристическое уравнение: 
 0122 =+− kk . 

Здесь 121 == kk .  
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Тогда 
 xx xececy 2100 += . 

Подберем частное решение. Поскольку 1=α  есть двукратным 
корнем характеристического уравнения, то имеем 2=r . 

Частное решение исходного уравнения имеем в виде 
 xeAxy ⋅⋅= 2) . 

Определим yy ′′′ )) и . 

 
.222

.2
2

2

xxxx

xx

AexxAexAeAey
AexAexy

+++=′′
+⋅=′

)

)
  

После подстановки yyy ′′′ ))) и, , у' и у" в исходное уравнение, 
имеем: 

 
3
2

=A . 

Таким образом: 

 xexy ⋅⋅= 2

2
3) . 

В свою очередь, общее решение линейного неоднородного 
уравнения записывается в виде 

 xxx exxececy 2
21

2
3

++= . 

 
Теорема 7.6. Если правая часть уравнения (7.15) имеет вид  

 ( ) ( ) ( )[ ]xxPxxPexf x β+β⋅= α sincos 21 , 
где ( ) ( )xPxP 21 ,  - многочлены степени соответственно 

21 mm и  то его частное решение можно отыскать в виде  
 ( ) ( )[ ]xxQxxQexy x β+β⋅′= α sincos 21

) . 
Здесь ( ) ( )xQxQ 21 ,  - многочлены степени не выше m , где m  - 

большая из степеней rmm ;, 21  - число, которое показывает, 
сколько раз β+α i  является корнем характеристического уравне-
ния.  

 
Задача 7.12. Определить общее решение уравнения 
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 xeyy x cos3 2=−′′ . 
Составим характеристическое уравнение 

 012 =−k .  
Здесь 1;1 21 −== kk . 
Тогда  

xx ececy −+= 2100 . 
 
Частное решение исходного уравнения будем отыскивать в ви-

де 
 ( ) ( )[ ]xxQxxQexy xr ββα sincos 21 +⋅=) . 

Здесь ii +=β+α=β=α 2;1;2 , значит, 0=r . 
 
Тогда 

 [ ]xBxAey x sincos2 +=) . 
 
При этом 

  
( ) ( )xBxAexBxAey xx cossinsincos 22 +−++=′) . 

 ( ) ( )[ ] xexbaxaby 2sin34cos34 +−++=′′ .  
Подставляя yy и′′  в исходное уравнение, имеем  

( ) ( ) xxBxAxBAxBA cos3sincossin34cos43 =−−+−++ . 

 
024

342
sin
cos

=+−
=+

BA
BA

x
x

 

 .
10
6,

10
3

== BA  







 += xxey x sin

10
6cos

10
32)  

Общее решение исходного уравнения выражается зависимо-
стью 

 







+++= − xxeececy xxx sin

10
6cos

10
32

21
) . 
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Раздел 8. РЯДЫ 
Понятие бесконечного ряда и его суммы относится к основ-

ным понятиям математического анализа. Бесконечные ряды 
применяются во многих теоретических исследованиях матема-
тического анализа, а также в разнообразных приложениях. 

Тема 8.1. Числовые ряды 
Определение 8.1. Числовым рядом называется выражение 

вида  
 ...,...321 +++++ naaaa   (8.1) 
где naaa ,...,, 21  - действительные или комплексные числа, они 
называются членами ряда. 

Определение 8.2. Член ряда, выраженный в виде функции 
его n -ного номера ( )nfan = , называется общим членом ряда. 

Ряд считается заданным, если указан способ определения 
его любого члена.  

Ряд (8.1) часто записывают в следующем виде 

 ∑
∞

=1n
na . 

Числовой ряд 

 ...1...
3
1

2
11 +++++

n
, 

имеющий общий член 
n

an
1

= , компактно записывается сле-

дующим образом 

 ∑
∞

=1

1
n n

. (8.2) 

Ряд (8.2) называется гармоническим.  
Определение 8.3. Сумма nn aaaS +++= ...21  первых n  

членов ряда называется частной суммой этого ряда.  
Определение 8.4. Суммой ряда S  называется предел част-

ной суммы nS  ряда при условии, что n  произвольным спосо-
бом неограниченно возрастает по натуральным числам, т.е. 
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nn
SS

∞→
= lim . 

Числовой ряд, имеющий сумму, называется сходящимся, а 
ряд, не имеющий суммы, называется расходящимся. 

Гармонический ряд является расходящимся рядом, а ряд, 
составленный из членов любой убывающей прогрессии 

......2 +++++ naqaqaqa   ( )1<q , является сходящимся 

рядом, т.к. имеет сумму 
q

a
−1

. В случае, когда 1>q  ряд будет 

расходящимся, т.к. его частная сумма nS  не имеет предела при 
∞→n , являясь бесконечно большой величиной. 
При исследовании рядов возникает основная проблема, ко-

торая состоит в установлении факта в сходимости или расходи-
мости ряда. Для решения этой задачи существует ряд теорем и 
признаков. Рассмотрим основные теоремы о сходящихся число-
вых рядах.  

Теорема 8.1. Если сходится ряд  
 ...,...321 +++++ naaaa  
то сходится и ряд 
 ...,...321 +++++ ++++ nmmmm aaaa  
получаемый из данного ряда отбрасыванием первых m  членов.  
Теорема 8.2. Если сходится ряд  

 ...,...321 +++++ naaaa  
и суммой его является число S  то сходится и ряд  
 ...,...21 ++++ ndadada  
при чем сумма его равна dS .  

Теорема 8.3. Если ряд  
 ...,...321 +++++ naaaa  
сходится, то 0lim =

∞→ nn
a  т - е - при ∞→n  общий член сходя-

щегося ряда равен нулю. 
Теорему 8.3. часто называют необходимым признаком схо-

димости ряда, и, следовательно, если 0lim ≠
∞→ nn

a , то ряд расхо-

дится. 
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Рассмотрим важнейшие признаки сходимости и расходимо-
сти рядов с положительными членами.  

Первый признак сравнения. Пусть даны два ряда с положи-
тельными членами  
 ......321 +++++ nuuuu   (8.2) 
и 
 nν++ν+ν+ν ...321 ,  (8.3) 
причем каждый член ряда (8.2) не превосходит соответствую-
щего члена ряда (8.3), т.е. ( ),...3,2,1=ν≤ nu nn . 

Тогда, если сходится ряд (8.3), то сходится и ряд (8.2); если 
расходится ряд (8.2), то расходится и ряд (8.3).  

Второй признак сравнения. Если существует конечный и 

отличный от нуля предел ku

n

n
n

=
ν∞→

lim , то оба ряда ∑
∞

=1n
nu  и 

∑
∞

=
ν

1n
n , то оба ряда одновременно сходятся или одновременно 

расходятся.  
Задача 8.1. Исследовать сходимость ряда  

 ......
14
1

13
1

12
1

11
1

+++++  

Данный ряд получен из гармонического отбрасыванием 
первых десяти членов. Следовательно, он расходится.  

Задача 8.2. Исследовать сходимость ряда  

 ...
11
1...

8
1

5
1

2
1

+++++  

Здесь 
13

1
−

=
n

an . Сравним данный ряд с гармоническим, 

у которого 

 
n

un
1

= : 
3
1

13
limlim =

−
=

ν ∞→∞→ n
na

n
n

n
n

. 

Следовательно, принимая во внимание второй признак 
сравнения, данный ряд расходится.  

Задача 8.3. Исследовать сходимость ряда  
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 ++++ ...
4ln

1
3ln

1
2ln

1  

сравним данный ряд с гармоническим, т.к. 
nn
1

ln
1

> , то в соот-

ветствии с первым признаком сравнения исходный ряд расхо-
дится. 

Признак Коши. Если для ряда ∑
∞

=1n
na  с неотрицательными 

членами существует такое число 1<q , что для всех достаточно 

больших n  выполняется условие n
nn

a
∞→

lim , то ряд сходится, 

если 1>q , то ряд расходится. 

Задача 8.4. Исследовать сходимость ряда ∑
∞

=1

1
n nn

. 

Здесь 
nn

n
a 1

= . Воспользовавшись признаком Коши, имеем  

 101lim1lim <===
∞→∞→ nn

q
n

n
nn

. 

Таким образом, исходный ряд сходится. 
Признак Даламбера. Если для знакоположительного ряда 

∑
∞

=1n
na  D

a
a

n

n
n

=+

∞→

1lim , то этот ряд сходится при 1<D  и расхо-

дится при 1>D 0. 

Задача 8.5. Исследовать сходимость ряда ∑
∞

=14n n

n . 

Здесь 
nn

na
4

= , а 
11

4
1

++
+

=
nn

na . 

Воспользуемся признаком Даламбера  

 ( ) 1
4
111lim

4
1

4
14limlim

1
1 <=








+=

⋅

+
==

∞→+∞→

+

∞→ nnn
n

a
aD

nn

n

n
n

n

n
. 

Таким образом, исходный ряд сходится. 
Следует отметить, что доказательство признака Коши и Да-
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ламбера основано на сравнении заданных рядов с рядом геомет-
рической прогрессии. В этой связи эти признаки "не чувстви-
тельны" к рядам, сходящимся "медленнее", чем геометрическая 
прогрессия. Для таких рядов применяют более сильные призна-
ки, в частности, интегральный признак. 

Интегральный признак сходимости рядов с положительны-
ми членами. Если функция ( )xϕ  при 1≥x  - непрерывная, по-
ложительная и монотонно убывающая на промежутке [ ]∞+;1 , 
то ряд  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ......321 +ϕ++ϕ+ϕ+ϕ n , 

т.е. ( )∑
∞

=
ϕ

1n
n , и интеграл ( )∫

∞

ϕ
1

dxx  ведут себя одинаково в отно-

шении сходимости.  
Задача 8.6. Исследовать сходимость ряда 

 ......
4
1

3
1

2
11

222
+++++  . 

Воспользуемся признаком Даламбера, при этом имеем 

 
( )

1
1

limlim
2

2
1 =

+
==

∞→

+

∞→ n
n

a
aD

n
n

n

n
. 

Признак Даламбера не позволяет установить факт сходимо-
сти. Воспользуемся интегральным признаком. При этом  

 ( )
2

1
x

x =ϕ  и 1
1

1lim
1

2
=

∞








−=

∞→

∞

∫
xx

dx
x

. 

Таким образом, исходный ряд сходится.  

Знакопеременные ряды 

Знакопеременными называются ряды, члены которых могут 

иметь любые знаки, например, ( )∑
∞

=
+

1
1sin

n
n . 

В частности, если положительные и отрицательные члены 
ряда следуют друг за другом поочередно, то такой знакопере-
менный ряд называется знакочередующимся. 
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Знакочередующие ряды 

Знакочередующий ряд, члены которого являются положи-
тельными, можно представить в виде 
 ( ) ...1... 1

4321 +⋅−++−+− +
n

n aaaaa , 
где ,...3,2,1;0 => nan  

Для исследования сходимости знакочередующихся рядов 
применяют признак Лейбница. 

Признак Лейбница. Знакочередующийся ряд сходится, если 
абсолютные величины его членов убывают, а общий член стре-
мится к нулю, т. е. если выполняются следующие два условия: 

1) ...321 aaa >>  и 2) 0lim =
∞→ nn

a . 

Достаточно важный класс сходящихся рядов образуют так 
называемые абсолютно сходящиеся ряды. При этом членами 
таких рядов могут быть любые действительные числа. 

Определение 8.5. Ряд ∑
∞

=1n
na  называется абсолютно сходя-

щимся, если сходится ∑
∞

=1n
na . 

Теорема 8.4. Если ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, то и ряд ∑

∞

=1n
na тоже 

сходится. 
Данная теорема утверждает, что если ряд абсолютно схо-

дится, то он и просто сходится. 
Необходимо отметить, что: 
1) для знакопостоянных рядов понятие сходимости и абсо-

лютной сходимости совпадают; 
2) ряд называется условно сходящимся, если он сходится, а 

ряд ∑
∞

=1n
nu  расходится. 

Рассмотрим признаки Даламбера и Коши для произвольных 
знакопеременных рядов. 
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Признак Даламбера. Если существует ρ=+

∞→
n

n

n a
a 1lim , то при 

1<ρ  ряд ∑
∞

=1n
na абсолютно сходится, при 1>ρ  ряд будет рас-

ходящимся, при 1=ρ признак не решает вопроса о сходимости 
ряда.  

Задача 8.7. Исследовать сходимость ряда  

 ...
!8

1
!7

1
!6

1
!5

1
!4

1
!3

1
!2

1
!1

11 ++−−++−−+  

Здесь за каждыми двумя положительными членами ряда 
следует два отрицательных. Для исследования сходимости тако-
го ряда воспользуемся признаком Даламбера. 

 
( )

01lim
!1

1:
!

1limlim 1 ==
−

==
∞→∞→

+

∞→ nnna
a

q
nn

n

n

n
. 

Исходный ряд сходится по признаку Даламбера.  
Задача 8.8. Исследовать ряд на абсолютную сходимость  

 ...
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

5432
−+−+−  

Здесь ( )
n

n

na
2
1 1+−

= . Для такого ряда выполняются сле-

дующие условия:  

а) ...
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

5432
>>>>>  

б) 0
2
1lim =

∞→ nn
. Следовательно, исходный ряд сходится в 

соответствии с признаком Лейбница.  
Исследуем заданный ряд на абсолютную сходимость. Для 

этого составим ряд ( )
∑
∞

=

+−

1

1

2
1

n n

n

 из абсолютных величин: 
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 ...
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

5432
+++++  

Такой ряд представляет собой бесконечно убывающую гео-
метрическую прогрессию, которая всегда сходится. Таким обра-
зом, исходный ряд сходится абсолютно. 

Задача 8.9. Исследовать сходимость ряда  
 ...11111 −+−+−  

Здесь 0→na , следовательно ряд расходящийся, так как не 
выполняется необходимое условие сходимости. 

Тема 8.2. Функциональные ряды 
Пусть задана следующая последовательность функций 
( ){ }xun , т. е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ...,...,,,, 321 xuxuxuxu n  
которая определена на некотором множестве. Если члены такой 
последовательности соединить знаком плюс, то получают вы-
ражение  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ......321 +++++ xuxuxuxu n  (8.4) 

или ( )∑
∞

=1n
n xu . Такие выражения называют функциональными 

рядами, а функция ( )xun  называется общим членом ряда. 

Частными суммами ряда ( )∑
∞

=1n
n xu  называются функции ви-

да 

( ) ( ) ,...3,2,1.
1

== ∑
=

nxuxS
n

k
kn  

Функциональный ряд ( )∑
∞

=1n
n xu  называется сходящимся при 

0xx =  или в точке ( 0x ), если в этой точке сходится последова-
тельность его частных сумм: 
 ( ) ( ) ( ) ...,,, 00201 xSxSxS n  

Другими словами, можно отметить, что функциональный 
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ряд ( )∑
∞

=1n
n xu  сходится при 0xx = , если сходится числовой ряд 

( )∑
∞

=1
0

n
n xu . 

Предел последовательности ( ){ }0xSn , обозначим его через 

( )0xf , называется суммой ряда ( )∑
∞

=1n
n xu  в точке 0x . 

Определение 8.6. Совокупность всех значений x , для кото-

рых сходится ряд ( )∑
∞

=1n
n xu , называется областью сходимости 

этого ряда. 

Пусть ( ) ( )xfxSnn
=

∞→
lim  на отрезке тогда ( ) ( )∑

∞

=
=

1n
n xuxf  на 

рассматриваемом отрезке. В этом случае отмечают, что функция 
( )xf  разлагается в ряд на отрезке [ ]ba; . 
Как было показано, сходимость функционального ряда на 

отрезке [ ]ba;  означает, что для любого значения x  отрезка 
[ ]ba;  соответствующий числовой ряд сходится. В этой связи для 
исследования на сходимость функциональных рядов можно ис-
пользовать признаки сходимости числовых рядов.  

Задача 8.10. Найти область сходимости ряда  
 ......1 32 ++++++ nxxxx  

Компактно этот ряд можно представить следующим образом 

 ∑
∞

=0n

nx . 

Этот ряд сходится для всех ( )1;1−∈x . Действительно, для 

каждого ( )1;1−∈x  сумма ряда равна 
x−1

1  (сумма бесконеч-

но убывающей геометрической прогрессии). Таким образом, в 
интервале ( )1;1−  исходный ряд определяет функцию 

 ( ) ......1
1

1 32 +++++=
−

= xxx
x

xS  
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Тема 8.3. Степенные ряды. Радиус сходимости. Теорема 
Абеля 

Степенные ряды широко применяются в математике осо-
бенно при решении разнообразных задач, связанных с прибли-
женными значениями функций, интегралов и т.д. 

Определение 8.7. Степенным рядом называется ряд вида  
 ......3

3
2

210 ++++++ n
nxaxaxaxaa  . (8.5) 

В более общем виде степенной ряд задается соотношением  
 ( ) ( ) ( ) ...... 0

2
02010 +−++−+−+ n

n xxaxxaxxaa  (8.6) 

или в компактной форме ( )∑ − n
n xxa 0 , где 0x  - некоторая 

постоянная величина. 
Если речь идет о ряде (8.5), то говорят, что он расположен 

по степеням x , в тоже время ряд (8.6) расположен по степеням 
( )0xx − . Следует отметить, что ряд (8.6) всегда можно свести к 
виду (8.5), в связи с чем обычно принимают, что когда не обу-
славливают степенной ряд, то, имеет в виду ряд (8.5). Если ряд 
(8.5) сходится при 1xx = , то отмечают, что степенной ряд схо-
дится в точке 1x . 

Определение 8.8. Множество всех точек x , в которых сте-
пенной ряд сходится, называется областью сходимости степен-
ного ряда. 

Степенной ряд всегда сходится при 0=x  или 0xx = . В 
связи с этим можно утверждать, что область сходимости сте-
пенного ряда будет содержать по крайней мере одну точку. 
Дальнейшие сведения о виде области сходимости степенного 
ряда получают из теоремы Абеля. 

Теорема Абеля. Если степенной ряд ( )∑
∞

=
−

0
0

n

n
n xxa  сходит-

ся в некоторой точке 1xx = , то он сходится (и притом абсо-
лютно) внутри окружности с центром в 0x  и радиусом 

01 xx −<ρ , то есть радиусом меньше, чем расстояние от 1x  
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до 0x  . 
Применяя теорему Абеля, легко можно установить, что для 

степенного ряда (8.5) возможно три варианта: 
1) степенной ряд расходится во всех точках, кроме 0x .  
    Например: 

 ......4321 4433221 ++++++ nn xnxxxx  . 
Такие степенные ряды практического значения не имеют; 
2) степенной ряд сходится во всех точках 1Rx ∈ .  
    Например: 

 ...
!

...
!3!2

1
32

++++++
n
xxxx

n

 

Сумма такого ряда равна функции xe ; 
3) степенной ряд сходится в одних точках, а в других - рас-

ходится.  
   Например: 

 ......
21

1
22

2

2
+++++

n
xxx n

 

При 1≤x  ряд сходится, при 1>x  ряд расходится. Следо-
вательно, областью сходимости ряда будет отрезок [ ]1;1− . 

Определение 8.9. Число 0>R  такое, что ряд (9.6) сходится 
для всех значений x , которые удовлетворяют условию 

Rxx <− 0 , и расходится для всех x , удовлетворяющих нера-

венству Rxx >− 0 , называется радиусом сходимости ряда. 
Радиус сходимости степенных рядов можно отыскивать, ру-

ководствуясь следующими теоремами. 
Теорема 8.5. Если у степенного ряда последовательность 













+1n

n

a

a
 имеет конечный или бесконечный пределы, то для схо-

димости ряда справедлива формула 
1

lim
+

∞→
=

n

n

n a

a
R . 
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Теорема 8.6. Если последовательность { }n
na  имеет конеч-

ный предел, то для радиуса сходимости справедливо соотноше-
ние  

 
n

nn
a

R
∞→

=
lim

1  

Задача 9.11. Найти радиус сходимости степенного ряда,  

( ) ...
!

1......
!3!2!1

1
32

+−++−+−
n
xxxx n

 

Для данного ряда имеем ( )
!

1
n

a
n

n
−

= .  

Тогда 

( )

( ) ∞=+=

+

==
∞→∞→

+
∞→

1lim

1
1
!

1

limlim
1

n

n

n
a

a
R

nn
n

n

n
 

Исходный ряд сходится во всех точках ( )∞∞−∈ ,x . 
Задача 8.12. Найти радиус и область сходимости ряда 

∑
∞

= +0 2n

n

n
x . 

Здесь 
2

1
+

=
n

an .  При этом 1
2

3
lim =

+

+
=

∞→ n

n
R

n
. 

Таким образом, ряд сходится в интервале ( )1;1− . 
Рассмотрим область сходимости ряда. Для этого исследуем 

сходимость ряда на границах интервала ( )1;1− . 

Если 1−=x , имеем ряд ( )
∑
∞

= +

−

0 2
1

n

n

n
. 

Такой ряд сходится по признаку Лейбница. 

Если 1=x , то имеем ряд ∑
∞

= +0 2
1

n n
. Такой ряд будет расхо-

дящимся. 
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Таким образом, исходный ряд имеет область сходимости на 
промежутке [ ]1;1− . 

Задача 8.13. Найти радиус сходимости ряда ∑
∞

=0 3n n

nx . 

Здесь 
nna

3
1

= . Тогда радиус сходимости ряда определим 

из соотношения: 

 3

3
1lim

1
lim

1
===

∞→
∞→ n

nn

n
nn

a
R . 

Ряд сходится в интервале ( )3;3− .  
Задача 8.14. Исследовать сходимость ряда 

 ( ) ( ) ( ) ......2
3
12

2
12 3

2

2 ++−+−+− xxx
n

 

В данном случае имеют 

 
( )212 1

1,1
+

== +
n

a
n

a nn . 

Тогда 

 

( )

1

1
1

1

limlim

2

2

1

=

+

==
∞→

+
∞→

n

n
a

a
R

n
n

n

n
. 

Таким образом, ряд сходится, если 121 <−<− x , т.е. 
31 << x .  

Выполним исследование сходимости ряда на границах ин-
тервала. 

При 3=x , имеем ряд  

 ......
3
1

2
11

22
++++  

Этот ряд является сходящимся.  
При 1=x , имеем 
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 ...
4
1

3
1

2
11

222
++−+−  

Этот ряд является абсолютно сходящимся.  
Таким образом, исходный ряд сходится в области 31 ≤≤ x . 

Тема 8.4. Разложение функции в степенные ряды 
Любая функция, бесконечно дифференцируемая в заданном 

интервале, может быть разложена в этом интервале в сходящий-
ся к ней бесконечный степенной ряд. 

Пусть функция ( )xf  есть суммой степенного ряда по степе-
ням разности ( )ax − , который сходится в некотором интервале: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ......2
210 +−++−+−+= n

n axaaxaaxaaxf  
Тогда в интервале сходимости ряд можно почленно диффе-

ренцировать любое число раз: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ......32 12

321 +−++−+−+=′ −n
n axnaaxaaxaaxf  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...1...3322 22
432 +−−++−⋅+−⋅+=′′ −n

n axannaxaaxaaxf  
   . 
   . 
   . 

( ) ( ) ( ) ...1...432...321 2
1 +−+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅= −

+
n

nn
n axananxf  
В приведенных соотношениях принимая ax = , получим 

 ( ) ;0aaf =  ( ) ;1aaf =′  ( ) ;!2 2aaf =′′  
 ( ) ;!3 3aaf =′′′    …   ( )( ) n

n anaf != . 
Подставляя полученные выражения коэффициентов в ряд 

для ( )xf , получим 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!

...
!2!1

2 n
n

ax
n

afaxafaxafafxf −++−
′′

+−
′

+=  

Полученный ряд называется рядом Тейлора функции ( )xf  
по степеням ( )ax − .  

При 0=a  получают ряд по степеням x , который называ-
ется рядом Маклорена функции ( )xf . 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!
0...

!3
0

!2
0

!1
00 32 +++

′′′
+

′′
+

′
+= n

n

x
n

fxfxfxffxf  

Разность между функцией ( )xf  и частной суммой ( )xSn  
ряда Тейлора функции ( )xf  называют остаточным членом ряда 
Тейлора и обозначают ( )xRn , т. е. 
 ( ) ( ) ( )xSxfxR nn −= . 

Остаточный член ряда Тейлора определяется следующим 
образом 

 ( ) ( )
( )

( ) 1
1

!1
+

+

−
+

ξ
= n

n

n ax
n
fxR , 

Здесь ( )0xxa −θ+=ξ . 
Теорема 8.7. Для того, чтобы ряд Тейлора функции ( )xf  

сходился к ней в некотором интервале, необходимо и достаточ-
но, чтобы в заданном интервале сходился бы к нулю остаточный 
член этого ряда. 

Вывод: Задача разложения функции ( )xf  в степенной ряд 
сводится, по существу, к определению x , при которых 

( ) 0→xRn . 

Ряды Тейлора некоторых элементарных функций  

1. Ряд Тейлора для функции xe  сходится к xe  для любого 
1Rx ∈  т. е. 

 1

0
;

!
Rx

n
xe

n

n
x ∈= ∑

∞

=
. 

или 

 ...
!

...
!3!2!1

1
32

++++++=
n
xxxxe

n
x     ∞<<∞− x . 

2. Ряд Тейлора функции xsin  сходится к xsin  для 
1Rx ∈ , т.е. 

 ( )
( )∑

∞

=

+

+
⋅−=

0

12

!12
1sin

n

n
n

n
xx . 
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или 

 ( )
( )

...
!12

1...
!5!3

sin
1253

+
+

⋅−+++−=
+

n
xxxxx

n
n  

Здесь имеем ( ) xxf sin= , тогда  
 ( ) ( ) ( ) ;cos;sin;cos xxfxxfxxf −=′′′−=′′=′  … 

Для 0=x  получим 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;00;10;00;10;00 =−=′′′=′′=′= νifffff … 

Таким образом,  

 ......
!5!3

sin
53

+−+−=
xxxx  

3. Ряд Тейлора для функции xcos  сходится xcos  для всех 
1Rx ∈ , т.е. 

 ( )
( )∑

∞

=
⋅−=

0

2

!2
1cos

n

n
n

n
xx ,   1Rx ∈  

В данном случае имеем 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ;sin;cos;sin;cos xxfxxfxxfxxf =′′′−=′′−=′= … . 

Для 0=x , имеем 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ...;00;10;00;10 =′′′−=′′=′= ffff  

Таким образом, 

 ......
6!4!2

1cos
642

++−+−=
xxxx  . 

4. В отличие от рассмотренных функций xxex cos,sin, , 
для которых ряды Тейлора в точке 0== ax  сходятся для лю-
бого 1Rx ∈  соответствующий ряд Тейлора для функции 

( )x+1ln  сходится только на интервале ( )1;1− : 

( ) ( )∑
∞

=

− ⋅−=+
1

111ln
n

n
n

n
xx ;  ( )1;1−∈x . 

Или 

( ) ......
4321

1ln
432

++−+−=+
xxxxx  

Задача 8.15. Разложить в ряд Маклорена функцию 
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( ) xxf 2= .  
Здесь имеем: 

( )
( )
( )

( )( ) ;2ln2

;2ln2

;2ln2

;2

2

⋅=

=′′

⋅=′

=

xn

x

x

x

xf

xf

xf

xf

M

 

 ( )
( )
( )

( )( ) .2ln0

;2ln0
;2ln0

;10

2

nnf

f
f
f

=

=′′

=′
=

M

 

Поскольку 12ln0 << , то для фиксированного x  имеет 
место неравенство ( ) xxf 2<  при любом n . Таким образом, 
имеем: 

 ...
!3
3ln

!2
2ln2ln12

32

+++⋅+=
xxxx      ∞<<∞− x  

Задача 8.16. Составить для функции ( )
x

xf
−

=
5

1  ряд Тей-

лора, расположенного по степеням ( )2−x .  
Здесь 

 ( ) ( )
( )

;
2

3
1

5
12;

3
12 2

2
=

=

−
=′=

xx
ff  

 ( )
( )

;
2

3
21

5
212 3

3
=

⋅
=

−

⋅
=′′

xx
f       ( )( )

( )
.

2
3

!

5
!2 1

1
=

=

−
= +

+
x

n

x
nf n

n
n  

Искомый ряд будет иметь вид 

 ( ) ( ) ( ) ...2
3

1...2
3
12

3
1

3
1

5
1

1

2

32
+−++−+−+=

− +

n

n
xxx

x
 

 

Приложения степенных рядов 

Степенные ряды находят применение в различных вопросах 
как приближенных вычислений, так и в приближенных методах 
анализа. С помощью степенных рядов составляют таблицы зна-
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чений функций, решают дифференциальные уравнения, вычис-
ляют приближенные значения определенных интегралов, опре-
деляют предел функции и т.д.  

Рассмотрим некоторые примеры. 
Задача 8.17. Пусть необходимо найти следующий предел:  
 

 
xx

xxex

x sin
222lim

2

0 −

−−−
→

. 

Здесь имеет место неопределенность 
0
0 . Заменим xe  и 

xsin  их разложением в степенные ряды: 
 

=









−+−−

−−−







++++

=
−

−−−
→→

...
5!3

22...
!3!2

12
lim

sin
222lim

53

2
32

0

2

0 xxxx

xxxxx

xx
xxe

x

x

x

 

 2

!5!3

...
!4

2
!2

2

lim
53

42

0
=

−

++
=

→ xx

xx

x
. 

 
 

Задача 8.18. Необходимо вычислить определенный интеграл 

dxe x∫ −
2
1

2

0
.  

Такие интегралы называются неберущимися, т. к. первооб-
разную нельзя представить в квадратурах. В связи с отмеченным 
эту задачу можно решить приближенными методами с помощью 
формул прямоугольников, трапеций или парабол.  

Здесь рассмотрим способ вычисления интегралов с помо-
щью рядов.  
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Для представленной задачи разложим подынтегральную 
функцию в степенной ряд. Поскольку 

 ...
!

...
!2!1

1
2

+++++=
n
ttte

n
t  

при любом t  то, подставляя вместо t  значение переменной 2t  
получим 

( ) ...
!

1...
!3!2!1

1
2642

+−++−+−=−

n
xxxxe

n
nx  

В таком случае, имеют 

 =







++−+−= ∫∫ − dxxxxxdxe x

2
1

2
1

2

0

8642

0
...

!4!3!2!1
1  

 
...

2
1

7!3
1

2
1

5!2
1

2
1

3
1

2
1

0
...

94
1

7!35!2
1

3

753

2
19753

+⋅−⋅+⋅−=

=







+⋅+−⋅+−=

xxxxx
 

Получили знакопеременный ряд, который удовлетворяет 
условиям сходимости Лейбница. Таким образом, ошибка от за-
мены суммы ряда его частной суммой по абсолютной величине 
будет меньше абсолютной величины первого из отбрасываемого 
его члена. В частном случае, положив, что интеграл равен сумме 
первых двух слагаемых, вносят ошибку, меньшую чем 

 003,0
2
1

5!2
1

5
<⋅ . 

Отсюда следует, что ограничиваясь только двумя слагае-
мыми, получают приближенное значение с точностью до 01,0 : 

 
3

0 2
1

3
1

2
12

1
2

⋅−≈∫ − dxe x , или 46,0
2
1

2

0
≈∫ − dxe x . 
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