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ВВЕДЕНИЕ

Данное учебное пособие составлено на основе опыта преподавания автором таких дисциплин, как "Моделирование печей и их элементов", "Элементы теории систем и численные методы моделирования тепломассопереноса" и "Применение ЭВМ для моделирования и оптимизации промышленных печей". Объем учебного пособия рассчитан на 28-36 часов лекции и предназначен для студентов 3-4 курсов.

Считается, что читатель знаком с общими закономерностями теп​лообменных процессов, происходящих в печи. Теперь же надо научиться использовать эти закономерности для получения конкретных численных (числовых) значения показателей работы печей. Одна из целей представленных ниже материалов: научиться прогнозировать температуры, тепловые потоки, скорости и расходы теплоносителей в любом тепловом агрегате и, тем более, в печи. Такой прогноз мы будем давать путем моделирования, причем, моделирования на основе ЭВМ. Моделирование – это процесс создания и использования моделей, имитирующих работу какого-либо объекта. В свою очередь, модель можно определить так: "модель – это объект, созданный для воспроизведения некоторого другого объекта, называемого натурой" [1].

Основные затруднения, связанные с моделированием работы печей возникают при учете множества взаимосвязанных сложных печных процессов. В таких сложных объектах, как печи, всегда присутствуют вероятностные и детерминированные процессы. Вероятностные процессы обычно вызваны постепенным износом агрегата в процессе эксплуатации и соответственным изменением его характеристик, а также квалификацией обслуживающего персонала. Наличие вероятностных процессов затрудняет сравнение результатов моделирования с реально существующими показателями печей. Детерминированные процессы – это процессы и связи, действующие в любой ситуации четко определенным образом. Моделирование работы печей на ЭВМ направлено, главным образом, для исследования детерминированных процессов, но существуют отдельные виды моделирования или методы исследования, позволяющие учитывать и вероятностный характер работы печей.

Настоящая работа состоит из 11 больших разделов, расположенных в логической последовательности: сначала даются общие положения (разд. 1 и 2), затем разбирается структурный подход к разработке моделей печей (разд. 3), описываются методы расчета теплообмена в рамках отдельных суперблоков общей структуры (разд. 4-9) и приводится пример построения математической модели (разд. 10). При моделировании теплообмена мы исходим из того, что разработка модели не является самоцелью. Модель должна быть приспособлена для практических расчетов и поэтому в работе отдельно выделены вопросы проведения процедуры адаптации модели по экспериментальным данным (разд. 11).

Необходимо кратко пояснить структуру материалов, представленных в разделах 4-9. Во-первых, мы ограничились задачами, позволяющими в полной мере рассчитать теплообмен и оценить тепловую работу только пламенных нагревательных и термических печей. Опущены такие большие разделы, как плавление материалов, теплообмен в слое материалов, нагрев металла в индукционных печах. Во-вторых, из-за ограниченности объема курса остались не рассмотренными вопросы моделирования теплообмена в печах на основе инженерных методик. Упор сделан на численные методы расчета, которые обычно остаются в "тени" при чтении таких дисциплин, как "Тепломассоперенос" и "Механика жидкостей и газов".

Работа во многом состоялась благодаря атмосфере творчества и доброжелательности, присущей кафедре теплотехники и экологии металлургических печей Национальной металлургической академии Украины. Автор считает своим долгом выразить глубокую благодарность своему учителю проф. Губинскому В.И., а также своим коллегам проф. Свинолобову Н.П., проф. Аверину С.И., доц. Литовченко Ю.К. и доц. Решетняку С.И. за полезные замечания и советы при подготовке учебного пособия. Особую признательность автор выражает Бровкиной С.В. за большой труд по набору рукописи на ПЭВМ и всестороннюю помощь.

Все пожелания, по улучшению содержания учебного пособия будут приняты автором с благодарностью.

1. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ РАБОТЫ ПЕЧЕЙ

В настоящее время существуют 4-е принципиально разных подхода к исследованию работы промышленных печей: экспериментальный метод и методы моделирования: стохастическое моделирование, физическое моделирование, математическое моделирование.

1.1. Экспериментальный метод исследований

В процессе эксплуатации печи периодически требуется проверять ее состояние: по энергетическим параметрам, по технологическим (т.е. по качеству нагрева) и по другим моментам. Это делается для того, чтобы учесть уже упоминавшиеся вероятностные процессы, сопровождающие работу печи. При таких проверках на заводах обычно, проводят теплотехнические испытания печей, по результатам которых корректируются (изменяются) параметры работы. Например, изменяется температурный режим печи или заменяются горелки на новые, более совершенные и т.д. Такие экспериментальные исследования довольно эффективны, т.к. позволяют оперативно устранять нарушения в тепловой работе печи, но имеют ряд недостатков:

1) высокая трудоемкость проведения исследований;
2) ограниченные возможности для выбора наилучших технологических параметров печи;

3) ограниченность рекомендаций по улучшению работы печи рамками только исследуемой печи.

Эти и некоторые другие недостатки определили преимущественное развитие альтернативных "интеллектуальных" методов исследования.

1.2. Стохастическое моделирование

Стохастическое моделирование основано на выявлении наиболее существенных связей между параметрами (характеристиками) печи путем использования аппарата математической статистики. Преимущества стохастического моделирования в том, что можно оценить работу печи без проведения дорогостоящих и трудоемких испытаний. Методика такого моделирования следующая: сначала проводятся достаточно длительные статистические наблюдения за параметрами, характеризующими работу печи, далее выявляются связи между управляющими факторами (расхода топлива и воздуха, давление, температура печи, температура воздуха) и выходными параметрами (температура металла на выдаче из печи, угар, стойкость печи и др.). При этом печь рассматривается в виде "черного ящика", т.е. в виде объекта, о протекании процессов в котором ничего неизвестно. Затем, коррелируемые между собой параметры дополнительно обрабатываются с целью получения формальной математической зависимости, типа
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где aj (a0, a1, ...) и bk (b0, b1, ...) – коэффициенты, определяемые из обработки статистической информации, Yi – выходной параметр; X1, X2 … – управляющие параметры (факторы).

Подобные соотношения образуют стохастическую модель. Эта модель позволяет при поиске оптимальных режимов работы печи получать результаты более близкие к оптимальным по сравнению с результатами, получаемыми при экспериментальных исследованиях.

Недостатки стохастической модели в том, что она не позволяет выявить все возможности оптимизации и иногда приводит к получению абсурдных результатов, т.к. по сути является не моделью печных процессов, а моделью сложившихся связей и приемов эксплуатации данной печи. Последнее обстоятельство не позволяет использовать такие модели для аналогичных печей. Попытка обойти недостатки приводит к выводу, что без описания или моделирования процессов внутри печи нельзя создать надежную модель.

Наиболее рационально моделировать печные процессы на основе физического моделирования или математического моделирования, используя экспериментальные или статистические исследования в качестве разовой проверки контрольных параметров работы печи.

1.3. Физическое моделирование

В процессе физического моделирования строится геометрический (натурный) аналог исследуемой печи в пропорциональных размерах. При этом характеристики печи-оригинала и печи-аналога имеют одинаковую физическую природу. Необходимым условием является равенство определяющих критериев (чисел) подобия оригинала и аналога.

Физические модели разделяют на изотермические (холодные) и теплые. На холодных моделях можно исследовать, главным образом, качественную картину движения газов и материалов в печи. Теплые модели применяются для исследования не только процессов движения, но и для изучения закономерностей теплообмена.

Физические модели относительно дешевы, но их недостаток в том, что достаточно надежные и точные результаты получаются на моделях максимально приближенных к реальным, а увеличение размеров, что совершенно логично, приводит к удорожанию моделей. Главный же недостаток физического моделирования, как метода, в практической невозможности определения наилучших конструктивных параметров печи, поскольку каждый вариант конструкции печи практически надо создавать заново. Этих недостатков лишено математическое моделирование.

1.4. Математическое моделирование

Метод математического моделирования получил свое бурное развитие с появлением ЭВМ. Математическое моделирование применяется там, где ранее описанные методы не эффективны. Процесс математического моделирования основан на создании и численной реализации математической модели работы конкретного объекта. Математической моделью называется система математических соотношений, описывающая определенные химические и физические процессы в конкретном объекте. Математическая модель может быть сформулирована в виде уравнения, системы уравнений, которые могут быть алгебраическими, дифференциальными или интегральными.

Удобство математического моделирования работы печей в том, что оно позволяет работать в реальном времени с реальными размерами печи и подбирать наилучшие конструктивные и технологические параметры, соответствующие минимальным расходам топлива, минимальным потерям металла в окалину и т.п. Характерное отличие математической модели от стохастической и физической в том, что математических моделей одной и той же печи может быть очень много. Это зависит от желания составителя, требуемой точности результатов моделирования, а также от цели исследований, которые будут проведены на этой модели.

В отдельных случаях, когда математические модели получаются очень сложными и есть возможность понизить сложность за счет снижения точности результатов расчета по ним, то отдельные части модели заменяют физической моделью. Например, сейчас мало эффективных методов решения уравнений Навье-Стокса в многомерной постановке с учетом реальной турбулентности потоков. И поэтому данные о движении турбулентных потоков часто получают путем физического моделирования.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕПЛООБМЕНА В ПЕЧИ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Прежде чем перейти к детальному рассмотрению моделей печных процессов и методов моделирования этих процессов, введем некоторые обобщенные понятия, которые будут полезны для анализа и сравнения результатов математического моделирования. Это классификация моделей, их свойства или характеристики, а также стандартный подход к построению и реализации моделей на ЭВМ.

2.1. Классификация математических моделей

Для того, чтобы ориентироваться во всем многообразии моделей. их классифицируют по различным признакам: по универсальности, по точности и т.д. Наиболее представительна классификация по уровням сложности [1].

Будем различать пять уровней сложности моделей (рис. 2.1).
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Рис. 2.1. К определению моделей по уровням сложности

1-й уровень. Сюда относятся модели, рассчитывающие укрупненные характеристики одной или сразу нескольких печей, установленных в цехе или на заводе. Такие модели игнорируют физику печных процессов и отражают усредненные во времени энергетические или материальные балансы печей. Например, изменение калорийности топлива неизбежно приводит к изменению удельных расходов топлива и потерь металла в окалину при нагреве. Это изменение можно учесть укрупненными нормативами, что и будет простейшей математической моделью.

2-й уровень. Здесь собраны модели, упрощенно рассматривающие тепломассообменные процессы. В основе своей эти модели базируются на инженерных методиках расчета. Примером их являются методики, описываемые в таких книгах, как [3, 4]. Т.е. эти модели представляют из себя стандартную последовательность расчета по алгебраическим уравнениям и по графикам и не допускают даже таких усложнений, как решение систем линейных уравнений. Естественно. что точность расчета локальных характеристик печи (температура отдельных зон металла и кладки и т.п.) крайне низка. Однако эти модели уже позволяют решать задачи поиска наилучших режимов работы действующих печей, а при проектировании новых печей модели 2-го уровня сложности могут дать ориентировочные оптимальные укрупненные характеристики печи (расходы топлива, длины зон и т.п.).

3-й уровень. Это, так называемые, численные модели, получившие распространение среди научных работников при моделировании и оптимизации печей. Отличительной особенностью моделей является достаточно корректный учет процессов теплообмена в зависимости от конструктивных особенностей печей. При таком подходе неизбежным является применение сложных численных методов расчета внешнего и внутреннего теплообмена, например, зональных методов и конечно-разностных методов. Модели 3-го уровня сложности позволяют получать результаты с высокой точностью, но имеют ограничение в том смысле, что привязаны к определенному типу печей (камерные, методические, с шагающим подом и др.), т.к. наиболее сложные процессы (движение газов и т.п.) часто описываются упрощенными эмпирическими зависимостями, полученными путем физического моделирования или путем использования моделей более высокого уровня сложности.

4-й уровень. Использование моделей этого уровня не ограничивается рамками, конкретной печи, т.е. габариты и вид поверхностей рабочего пространства могут произвольно изменяться. Однако химические и физические процессы, проходящие в рабочем пространстве, четко устанавливаются (задаются). Например, такие модели позволяют выбрать рациональную форму рабочего пространства печи (цилиндр, параллелепипед и т.д.) для термообработки мелких деталей, а также наиболее подходящий вид транспортирования деталей через печь (поддоны, перекатывание и т.п.), но при условии, что известен источник энергии (например, сжигание топлива или др.).

5-й уровень. Это самый высокий уровень моделей, поскольку при создании совершенных конструкций печей с использованием моделей 5-го уровня сложности не существует никаких ограничений ни по конструкции печи, ни по физическим и химическим процессам. Практически, моделей 5-го уровня сложности еще нет.

Из моделей 5-го уровня можно получить модель любого уровня последовательным исключением отдельных этапов расчета или применением упрощенных методик расчета. Выбор того или иного уровня при составлении модели связан с назначением модели, с наличием теплотехников и программистов определенной квалификации, а также с наличием средств и здоровья у разработчиков. Составление хороших математических моделей дело довольно дорогое и трудоемкое.

2.2. Рабочие характеристики математических моделей

Хорошая математическая модель теплообмена должна соответствовать следующим требованиям:

· точность расчетов;

· адаптированность результатов;

· универсальность структуры;

· экономичность реализации.

Разберем характеристики моделей, отражающие эти требования.

1. Точность расчета чаще всего оценивают через погрешность в абсолютных величинах
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или в относительных единицах



[image: image4.wmf].

ист

.

ист

.

расч

Y

Y

Y

-

=

e


(2.2)

где Yрасч..и Yист. – приближенное (расчетное) и истинное значение исследуемого параметра.

Эта погрешность может быть вызвана следующими причинами:

а) с неучетом в модели отдельных связей и параметров реальной печи;

б) с недостатками метода численной реализации модели;

в) с ошибками округления при большом числе вычислительных операций;

г) с невнимательностью расчетчика.

Последняя причина (г) определяет возникновение случайной по​грешности. Остальные причины (а-в) могут дать, так называемую, систематическую погрешность. Из систематической погрешности, по​грешность, связанная с (а), является модельной, а связанная с (б) и (в) – вычислительной. Случайная и вычислительная погрешности, которые присутствуют в результатах расчета по модели, поддаются выявлению и оценке с помощью тестовых примеров, составленных для идеализированных случаев. При этом случайная погрешность должна быть исключена, а вычислительная – уменьшена до минимума. Что касается модельной погрешности, то она косвенно учитывается и нейтрализуется при проведении процедуры адаптации (см. ниже) путем введения в модель настроечных коэффициентов. Если после проведения процедуры адаптации модельная погрешность недопустимо высока, то можно сделать вывод о том, что модель не отражает реальную природу процесса и что погрешность в какой-то степени носит случайный характер.

2. Адаптированность результатов

При согласовании результатов расчета с экспериментальными (реальными) данными исходят из того, что и те и другие содержат некоторую погрешность. Так, результаты расчета содержат погрешность из-за несовершенства и ограниченности математической модели, что является недостатком любой сложной модели. Экспериментальные данные имеют погрешность из-за недостаточной точности приборов, ошибок измерения и наличия неконтролируемых факторов, мешавших проведению замеров. По этим причинам, прежде чем сопоставлять расчет с экспериментом, надо оценить погрешность экспериментальных замеров, например, через дисперсию эксперимента – Дэ.

Когда сравнивают расчет с экспериментом, то вводят понятие адекватности (соответствия). При хорошем согласовании расчета и эксперимента говорят: "модель адекватно описывает процессы в реальной печи (или другом объекте)". Численным показателем соответствия расчетных и экспериментальных данных может служить дисперсия адекватности – Да или другие оценочные величины (подробнее в разд. 11). Дисперсия адекватности должна примерно соответствовать дисперсии эксперимента Да ( Дэ.

Если в результате проверки на адекватность получилось, что модель не адекватна экспериментальным данным, то надо пересмотреть и уточнить подход к составлению модели. Если же Да << Дэ, то надо или заменить модель на более грубую, или увеличить точность экспериментальных замеров.

3. Универсальность структуры

Простота внесения изменений и дополнений в модель определяется уровнем универсальности модели. Достаточно универсальная модель строится на модульном подходе. Она состоит из набора небольших самостоятельных моделей, называемых модулями (подробнее в разд. 3).

4. Экономичность реализации

Последняя важная характеристика математических моделей это экономичность, т.е. малый объем математических операций при расчете по этой модели. Экономичность моделей способствует не только экономии машинного времени, но и повышает точность расчета за счет уменьшения ошибок округления. Лучше всего, если математическая модель может быть реализована в процессе ручных вычислений. Но таких моделей сейчас практически не осталось, т.к. обычно простота моделей соответствует низкой точности результатов расчета. Одновременно с усложнением моделей разрабатываются новые схемы вычислений, называемые экономичными, и новые методы расчета по этим экономичным схемам. Например, при моделировании задач теплопроводности методом конечных разностей приходится решать систему алгебраических уравнений специального вида, для которых разработан экономичный метод прогонки (разд. 6).

2.3. Основные этапы решения задач методом математического моделирования

Количество и содержание этапов при моделировании сильно зависит от уровня сложности моделей. Ниже приведены этапы для моделей 3-го уровня и выше. Сразу оговоримся, что не существует четко определенных и узаконенных этапов математического моделирования. В основном, различие в трактовках ученых по этому вопросу [1, 2] связано с различным пониманием конечной цели процесса математического моделирования. В соответствии с принятой нами формулировкой (см. разд. 1.4) этот процесс заканчивается численной реализацией математической модели. Для этого случая больше подходит структура процесса математического моделирования, предложенная в [2] и состоящая из пяти этапов:

Этап 1: постановка задачи, представляющая из себя качественное описание моделируемого процесса. Здесь же определяется то, как будут использованы результаты моделирования.

Этап 2: математическая формулировка задачи. На этом этапе моделируемые процессы описываются математически в самом общем виде, как правило, в виде интегральных и дифференциальных уравнений с соответствующими краевыми условиями.

Например, процесс нагрева пластины математически может быть описан следующей системой дифференциальных уравнений:

– уравнение теплопроводности
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– начальное условие:
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– граничные условия


1-го рода:
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и 2-го рода:
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Такая система уравнений при заданных свойствах (( и с) и размерах (R) пластины имеет единственное решение.

Этап 3: перевод дифференциальных и интегральных уравнений в алгебраическую форму, т.е. на язык, понятный ЭВМ. Этот этап подразумевает использование численных методов. Например, описанная выше система (2.3-2.6) может быть переведена в алгебраическую форму с применением метода конечных разностей или метода конечных элементов. Выбор численного метода определяет и метод решения алгебраического уравнения или системы алгебраических уравнений.

Этап 4: составление алгоритма решения задачи на ЭВМ или вручную. Алгоритм, обычно, представляется в виде логической блок-схемы или простого перечисления последовательности расчета.

Этап 5: программная реализация математической модели. Один из самых трудоемких этапов. Включает в себя написание программы на одном из алгоритмических языков, тестирование программы и проверку на адекватность.

3. БЛОЧНО-МОДУЛЬНЫЙ ПОДХОД К ПОСТРОЕНИЮ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Как указывалось ранее, одно из важнейших свойств моделей – уровень их универсальности, т.е. возможность быстрой замены отдельных элементов модели на другие, более совершенные. Такой подход взаимозаменяемости отдельных элементов получил название модульного подхода, т.е., когда вся модель разбивается на ряд модулей (элементов). Различают макромодули и микромодули. Макромодулем называется самостоятельная часть сложной модели или небольшая модель, описывающая процессы в заданном объекте (системе), которая не может быть применена на других объектах без дополнительной переделки. В отличие от макромодуля микромодуль – это самостоятельная модель какого-либо процесса системы, одинаково хорошо применимая к модели любой другой системы, если только этот процесс имеет в ней место. Исходя из этих формулировок, структурное построение математических моделей печи может быть осуществлено тремя способами:

1. Модель состоит из одного или нескольких макромодулей.

2. Модель состоит из одних микромодулей, каждый из которых описывает один из элементарных процессов. Стыковка таких модулей в общую модель осуществляется через входы и выходы отдельных микромодулей. Понятно, что такие модели наиболее универсальны.

3. Модель состоит из микро- и макромодулей. Пока сохраняется тенденция к созданию именно таких моделей, т.к. от макромодулей тяжело освободиться. Они экономят время счета и память ЭВМ при программной реализации.

3.1. Структура модели печи

Независимо от уровня сложности модели и наличия того или другого числа микро- и макромодулей, модель печи укрупнено состоит из трех состыкованных между собой суперблоков, получивших названия: материальный баланс, энергетический баланс и тепломассообмен [1]. Суперблоки начиняются микро- и макромодулями в зависимости от сложности модели. Пример стандартной конфигурации суперблоков дан на рис. 3.1.

Взаимодействие отдельных суперблоков и модулей осуществляется через информационные связи (математические зависимости) между отдельными параметрами (температуры, расходы, давления и т.д.). Связи могут быть односторонними и двусторонними. Примером двусторонних связей является ситуация, когда результаты расчета горения топлива используются для расчета температуры газа через граничные условия, а температура газов, в свою очередь, влияет на результаты расчета неполного горения топлива. Односторонней связью является, например, влияние результатов расчета окисления металла на расчет расхода топлива. Обратной реально ощутимой связи в данном случае нет.

Необходимо помнить, что каждый из указанных на рис. 3.1 макромодулей, в свою очередь, может состоять из набора микро- и макромодулей более мелких процессов. Одной из важнейших стратегических задач, стоящих между учеными-теплотехниками, является создание микромодулей всех печных процессов. Это позволит в будущем создать универсальный набор модулей для любой конфигурации суперблоков.
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Рис. 3.1. Структура суперблоков модели печи

3.2. Основные принципы построения суперблока "Тепломассообмен"

Суперблок "Тепломассообмен" является самым сложным при практической реализации. Это связано с тем, что нет высокоэкономичных методов для расчета таких процессов, как:

· движение газов в рабочем пространстве печи (модуль "Расчет скоростей и давлений"). 

· процессы теплогенерации в рабочем пространстве печи или непос​редственно в нагреваемом материале (Модуль "Расчет внутренних источников тепла") и других процессов.

Немало трудностей таит в себе и расчет лучистого теплообмена в рабочем пространстве печи в сочетании с расчетом нагрева материала, особенно в нелинейных постановках задач.

В реальных условиях не удается полностью охватить в единой модели все теплообменные процессы, в связи с чем выделяют наиболее существенные процессы в зависимости от конкретной задачи. В одних случаях требуется точно рассчитать температурное поле по сечению материала, в других – граничные условия на поверхности материала и т.д. Поэтому условно тепловые модели печных процессов разделяют на: модели внутреннего, внешнего и сопряженного теплообмена. Дадим краткую характеристику процессов, включаемых в эти модели.

Внутренним теплообменом в теплотехнике называют процесс распространения теплоты в нагреваемом материале. Задача внутреннего теплообмена формулируется обычно в виде дифференциального уравнения теплопроводности с соответствующими краевыми условиями (см. разд. 5). Также в рамках внутреннего теплообмена рассматриваются нагрев термически тонких тел (разд. 4) и стационарная теплопроводность (разд. 6). Решение задач внутреннего теплообмена осуществляется, в основном, численными методами (метод конечных разностей, метод Эйлера и т.п.).

Внешним теплообменом обычно называют процессы, проходящие в рабочем пространстве печи за пределами объема нагреваемого материала. Внешний теплообмен включает в себя, главным образом, конвекцию и излучение. Для расчета лучистого теплообмена чаще всего используется зональный метод, позволяющий свести интегро-дифференциальные уравнения переноса излучения к системам простых алгебраических уравнений.

Для расчета конвективного переноса теплоты требуется составлять модель турбулентного движения газов и горения топлива в потоке. Эти модели основаны на дифференциальных уравнениях Навье-Стокса, уравнениях неразрывности и уравнениях энергии. Эти уравнения и им подобные переводятся в алгебраические за счет применения метода конечных разностей.

Печь, как сложная система, может быть представлена в виде отдельных элементов, в которых реализуются разные процессы передачи теплоты (теплопроводность, конвекция, излучение). Эти процессы взаимосвязаны и носят название сопряженного теплообмена. Модели сопряженного теплообмена имеют наибольшее практическое значение для печей, т.к. включают в себя модели внутреннего и внешнего теплообмена. Сопряжение идет через граничные условия. Именно такие модели позволяют в комплексе оценить работу печей и позволяют проводить многовариантные оптимизационные расчеты.

4. ОСНОВНЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА НАГРЕВА В ПЕЧИ ТЕРМИЧЕСКИ ТОНКИХ ТЕЛ

Изучение методов численного моделирования теплообмена лучше начинать с разбора методов расчета нагрева твердых термически тонких тел (ТТТ), поскольку это наиболее простые методы, лежащие и основе более сложных методов, описанных в последующих разделах, касающихся теплопроводности и конвекции.

Представим себе абстрактную печь, в которой на поду лежит заготовка, обладающая свойством термически тонкого тела и нагреваемая конвекцией и излучением. Такая заготовка может представлять из себя, например, медный пруток. Напомним, что термически тонким телом называют тело, при нагреве которого можно пренебречь перепадом температур в объеме этого тела. Важнейшим выводом этого определения будет равенство среднемассовой температуры и температуры поверхности тела. Последнее замечание позволяет рассматривать процесс нагрева только во времени, исключая из анализа процесс теплопроводности.

Пусть температуры кладки и газа рассматриваемой печи постоянны в процессе нагрева и равны Ткл и Тг соответственно. Причем газ возьмем лучепрозрачным. Тогда процесс нагрева можно описать в виде дифференциального уравнения
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где 
[image: image11.wmf](

)

T

c

 – удельная теплоемкость заготовки, зависящая от температуры, Дж/(кг К); 
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 – масса заготовки, кг; 
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 – приведенный коэффициент излучения в системе тел "кладка-металл", Вт/(м2(К4); 
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 – площадь теплообменной поверхности металла, м2; 
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Левая часть уравнения представляет собой приращение энтальпии тела, а правая часть – результирующий тепловой поток на заготовку. Т.е по своей сути уравнение является обычным балансовым соотношением. В математике уравнение (4.1) называют обыкновенным дифференциальным уравнением (О.Д.У.).

Для того, чтобы задача нагрева была определена во времени, нужно задаться начальным условием
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Из системы уравнений (4.1-4.2) требуется определить температуру металла в любой момент времени. Несмотря на свою внешнюю простоту, задача в общем виде не может быть решена аналитически и поэтому для ее решения используют численные методы.

В частном случае, когда температуры тел, участвующих в теплообмене, не изменяются во времени и производная в левой части (4.1) равна нулю, система дифференциальных уравнений (4.1-4.2) превращается в алгебраическое уравнение
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Поскольку в уравнении (4.3) неизвестная температура металла присутствует в 1-й и одновременно в 4-я степени, то это уравнение является нелинейным и поэтому решается одним из итерационных методов (метод половинного деления, метод Ньютона и др.), изложенных в справочной литературе по математике.
4.1. Общие понятия численных методов при моделировании нагрева ТТТ

Для придания общности последующим рассуждениям приведем урав​нение (4.1) к следующему формализованному виду [15]
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где 
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Начальное условие остается прежним (4.2). Понятно, что, если изменится вид результирующих тепловых потоков на металл или будут другие изменения в записи баланса (4.1), то они будут отражены только в функции (4.5). Вид записи (4.4) останется неизменным.

Будем называть уравнение (4.4) общей формой обыкновенного дифференциального уравнения (О.Д.У.). Несколько забегая вперед, отметим, что численное решение ОДУ заключается в замене производной ее дискретным аналогом. При этом непрерывная область изменения независимой переменной 
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 заменяется множеством дискретных (фиксированных) значений, которые называются узлами сетки, наносимой на температурную диаграмму нагрева (рис. 4.1).
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Рис. 4.1. Температурная диаграмма нагрева с сеточной дискретизацией по времени

Для равномерной сетки 
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 – шаг сетки
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где N – число узлов сетки не включая начальный.

Кроме равномерных сеток существуют неравномерные сетки, т.е. сетки, в которых шаг зависит от номера узла. В этом случае время нагрева определяется следующим образом
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Для простоты изложения материала будем рассматривать только равномерные сетки.

Таким образом, после формирования сетки вместо задачи отыскания непрерывной функции Т(() получаем задачу нахождения функции Tj, определенной только в узлах сетки – j. Величина Тj называется сеточной функцией точного решения.

При численном решении дифференциальное уравнение заменяется алгебраическим по соотношениям
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где символ О((() используется для обозначения порядка малой величины. Этот символ является первой буквой слова Ordo (порядок – лат.)
Если пренебречь малой величиной О(((), то этим вносится погрешность и точного решения в узлах получить практически невозможно. Любое решение будет приближенным. Поэтому, вводится понятие: сеточная функция разностного решения, которую обозначим tj.

Таким образом, если мы хотим найти решение дифференциального уравнения численным методом, то точного решения (Tj) не получим, а получим приближенное решение (tj) в узлах разностной сетки. Естественно, что погрешность численного решения равна разности между точным и приближенным значением функции
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Погрешность численного решения ((j) зависит от того, каким способом (методом) перешли от дифференциального уравнения к алгебраическому. Разные методы определяют и разный вид алгебраических уравнений. Систему алгебраических уравнений, решаемую относительно tj (j = 1,2,...,N), называют разностной схемой. Разностные схемы бывают сходящиеся и расходящиеся. Расходящиеся схемы являются недопустимыми для расчетов, т.к. погрешность расчетов по этим схемам при уменьшении шага по времени возрастает или, по крайней мере, не уменьшается.
Если при 
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то схема является расходящейся. Решение можно получить только на сходящейся схеме, т.е. когда при 
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Понятно, что мы должны стремиться к созданию и использованию сходящихся разностных схем. Т.о. погрешность численного решения (
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) зависит от шага изменения независимой переменной времени – 
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 задают в следующем виде:
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где А – коэффициент пропорциональности (А = const); p – параметр, имеющий свое особое название – порядок точности.

Порядок точности характеризует скорость убывания погрешности или скорость сходимости решения при измельчении разностной сетки. Так. если 
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 уменьшить в 2 раза, то, в случае р = 3, погрешность уменьшится в 8 раз. Следовательно, чем выше порядок точности, тем меньше погрешность. Порядок точности зависит от вида разностной схемы. Обычно, чем сложнее разностная схема, тем выше порядок точности и, соответственно, меньше погрешность численного решения. В тепловых расчетах нагрева ТТТ в промышленных печах достаточно иметь 2-й порядок точности, а нередко – даже 1-й порядок.

4.2. Простейшие численные методы решения О.Д.У.

О.Д.У. можно решить многими методами. Не касаясь аналитических методов, применимых для ограниченного класса О.Д.У., отметим, что наиболее распространены следующие численные методы: метод Эйлера и метод Рунге-Кутта.

Ограничимся рассмотрением метода Эйлера, имеющего 1-й порядок точности. Достоинство метода в наглядности и простоте реализации. Как и большинство численных методов, метод Эйлера основывается на разложении искомой функции (т.е. температуры) в ряд Тейлора. Если функция 
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где j – номер шага по времени; 
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 – величина шага по времени.

Теперь отбросим в уравнении (4.12) члены ряда 2-го порядка и выше в силу их малости по сравнению с членами ряда 1-го порядка (при достаточно малых 
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). Получим приближенное равенство
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Для перехода к равенству вводим сеточную функцию приближенного решения – 
[image: image49.wmf]j

t

:



[image: image50.wmf]t

D

×

t

+

=

+

j

j

1

j

d

dt

t

t

.
(4.14)

В соответствии с (4.4) О.Д.У. в точке j имеет вид
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Подставив (4.15) в (4.14), окончательно получим, так называемую, явную схему Эйлера:



[image: image52.wmf](

)

t

D

×

t

+

=

+

j

j

j

1

j

t

,

f

t

t

 или 
[image: image53.wmf](

)

j

j

j

1

j

t

,

f

t

t

t

=

t

D

-

+
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Из этой формулы вытекает, что значение температуры на новом шаге по времени (j+1) вычисляется по значению температуры на текущем шаге. т.е. в явном виде. Отсюда и название схемы: явная.

Пример 1. Найти закон изменения температуры стальной заготовки диаметром Д, нагреваемой конвекцией в печи, если температура печных газов изменяется по закону 
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Исходные данные: Д = 2 R = 0,025 м; R = Д/2 = 0,0125 м; плотность – ( = 8000 кг/м3; удельная теплоемкость – C = 600 Дж/(кг(К); коэффициент теплоотдачи – ( = 30 Вт/(м2 К); коэффициент теплопроводности – ( = 30 Вт/(м2(К); начальная температура – Т0 = 0  С.

Решение. Проверим, является ли тело термически тонким. Для этого найдем критерий Био:
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Т.к. Bi < 0,1, то тело можно отнести к термически тонким [1].

Процесс нагрева конвекцией термически тонкого тела описывается уравнением
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где V и S – объем и площадь поверхности нагреваемого тела; Т – температура тела.

Отсюда
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где 
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Если раскроем выражение для 
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, то получим
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(4.17)

Для решения уравнения (4.17) относительно температуры нагреваемого тела Т используем явную схему Эйлера (4.16). Для этого сначала строим разностную сетку. Принимаем, допустим, 5 шагов по времени, т.е. N = 5. Тогда величина шага будет равна
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В соответствии с обозначениями (4.16), имеем
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где j = 1,2, ..., N.

Таким образом перешли от сеточной функции точного решения 
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 к сеточной функции приближенного решения 
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. Теперь ничто не мешает напрямую использовать выражение (4.16) для последовательного нахождения температуры в зависимости от времени
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Результаты расчета сводим в таблицу 4.1.

В данном случае линейное изменение температуры печных газов но времени приводит к линейному увеличению температуры металла.

Проверка. Подставим полученную зависимость температуры металла от времени


Т = (
(4.18)

в исходное уравнение (4.17). Получим
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Это тождество показывает, что полученное численным методом решение (4.18) верно.

Таблица 4.1 Результаты численного решения задачи нагрева ТТТ
	Время, с
	0
	20
	40
	60
	80
	100

	Температура металла, (С
	0
	20
	40
	60
	80
	100

	Температура газов, (С
	1000
	1020
	1040
	1060
	1080
	1100


Приведенный пример показывает, как довольно просто можно найти численное решение любого обыкновенного дифференциального уравнения с использованием явной схемы Эйлера.

Кроме явной схемы Эйлера существует неявная схема. Она выводится почти аналогично явной, но с небольшими особенностями. Первичное разложение функции температуры 
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 в ряд Тейлора производят в окрестности точки 
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 функция будет иметь вид
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(4.19)

Здесь, также как и в (4.12), j – номер шага по времени; 
[image: image77.wmf]t
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 – шаг по времени.

Отсюда, пренебрегая членами ряда 2-го порядка и выше, а также переходя от сеточной функции точного решения 
[image: image78.wmf]j
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 к сеточной функции приближенного решения 
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 по алгоритму (4.13-4.15), получим
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Выражение (4.20) отражает неявную схему Эйлера. Видно, что температура на (j+1)-м шаге по времени входит и в левую, и в правую часть уравнения (4.20) или, как говорят, получена в неявном виде. Для получения решения этого уравнения, в общем случае являющегося трансцендентным, надо использовать один из итерационных методов.
4.3. Погрешность аппроксимации по схеме Эйлера

Погрешность численных решений связана с заменой производной функции ее разностным аналогом при разложении функции в ряд Тейлора, т.е. при переходе от уравнения
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к уравнению (пример для явной схемы)
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Если в полученное алгебраическое уравнение (4.22) вместо сеточной функции разностного решения tj подставить Tj – точное значение функции в узлах сетки (рис. 4.1), то естественно возникает невязка, которая определится так:
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Выразим 
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 из ряда Тейлора (4.12) в виде
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и подставим в (4.23). Получим
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Эту невязку 
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 называют погрешностью аппроксимации исходного дифференциального уравнения разностным уравнением. Из (4.25) следует, что погрешность аппроксимации пропорциональна 
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, поскольку другие члены ряда, содержащие 
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и т.д., при достаточно малых значениях 
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 – малы.

Таким образом, погрешность аппроксимации убывает пропорционально первой степени 
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где В – коэффициент пропорциональности (В=const). Например, если 
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 уменьшить в 2 раза, то и погрешность аппроксимации уменьшится в 2 раза. В этом случае говорят, что схема Эйлера имеет 1-й порядок аппроксимации. Обычно порядок аппроксимации схемы соответствует порядку точности при определении погрешности численного решения.
4.4. Схемы Эйлера высокого порядка аппроксимации

Для построения схем Эйлера более высокого порядка аппроксимации необходимо при разложении в ряд Тейлора (4.12) оставлять члены второго порядка малости. Тогда после перехода от сеточной функции точного решения 
[image: image98.wmf]j

T

 к сеточной функции приближенного решения 
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 получим:
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или
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Это схема Эйлера 2-го порядка точности, т.к. погрешность аппроксимации этой схемы будет равна
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т.е. пропорциональна 
[image: image103.wmf]2
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Недостаток схем Эйлера 2-го порядка аппроксимации в необходимости вычислять производные от функции 
[image: image104.wmf](
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. Достоинство – повышенная точность результатов при небольшом количестве расчетных шагов по независимой переменной – (.

Когда есть необходимость построить схемы высокого порядка без вычисления производных, то обычно применяют метод Рунге-Кутта. В настоящее время довольно широкое распространение получили схемы Рунге-Кутта 4-го порядка. Эти схемы закладываются в основу стандартных программ по решению О.Д.У., входящих в математическое обеспечение современных ЭВМ.

4.5. Устойчивость разностной схемы Эйлера

Как отмечалось в разделе 4.1, разностные схемы бывают сходящимися и расходящимися. Сходимость схемы связана с погрешностью аппроксимации схемы и зависит от вида разностной схемы. Однако малая погрешность аппроксимации еще не гарантирует получения решения. При определенных условиях в процессе вычислений может возникнуть неустойчивость решений. Пример неустойчивого решения показан на рис. 4.2.

Разностные схемы называются устойчивыми, если малые погрешности, допущенные в процессе расчетов (округление и т.п.), затухают или остаются малыми при неограниченном увеличении числа шагов по времени [10].

В данном случае на рис. 4.2 численное решение представляет из себя функцию во времени с быстро нарастающей амплитудой колебаний. С уменьшением шага 
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 можно убрать колебательный характер решения. Важно также помнить, что неустойчивость может возникнуть только при использовании явной схемы и определенных шагах 
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, где 
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 – порог устойчивости. Поэтому явные схемы получили название условно устойчивых. Неявные схемы Эйлера безусловно устойчивы.
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Рис. 4.2. Изменение температуры материала во времени при использовании неустойчивой разностной схемы: 1 – точное решение; 2 – численное решение по неустойчивой схеме Эйлера

5. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ (НАГРЕВ ТЕРМИЧЕСКИ МАССИВНЫХ ТЕЛ)

При решении задач нагрева термически массивных тел рассматривают системы с пространственно-временными полями температур, т.е. когда температуры изменяются не только во времени, но и в объеме тел. В этом отличие процесса нагрева термически массивных тел от процесса нагрева термически тонких тел.

Задачи теплопроводности описываются дифференциальными урав​нениями в частных производных по пространству и времени с соот​ветствующими начальными и граничными условиями. Особенность решения этих задач методом конечных разностей по сравнению с другими численными методами в том, что дискретизация дифференциальных уравнений, т.е. перевод уравнений в алгебраический вид, производится на исходных уравнениях без какой-либо промежуточной обработки. Таким образом, составляется система алгебраических уравнений, решаемая относительно искомых температур в дискретных узлах во времени и пространстве. При этом результат решения является приближенным с заданной степенью точности.

5.1. Основные понятия теории разностных схем

Основная идея метода конечных разностей заключается в том, что непрерывная область изменения пространственной и временной переменных заменяется конечным числом дискретно расположенных узловых точек:

по пространству: 
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Расстояние между узлами называется шагом. Например, 
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 – шаг по времени.

Для случая одномерной задачи набор узловых точек представлен на рис. 5.1. Такая система узловых точек, соединенных между собой, называется разностной сеткой. Каждый узел сетки имеет свои координаты (i, n) или (
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), при которых определяется температура.

Если шаг сетки по пространству и по времени равномерный, то текущие значения координат определяются из соотношений
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Рис. 5.1. Разностная сетка для одномерной задачи теплопроводности

Для неравномерной сетки шаг по времени и пространству может изменяться произвольным образом. Этот случай мы не рассматриваем.

Покажем как перейти от производной к ее алгебраическому аналогу, используя разностную сетку. По определению производной, если есть непрерывная и дифференцируемая функция, то ее производная будет равна
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где 
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 – изменение функции, соответствующее малому приращению координаты – 
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 – малая величина, имеющая порядок 
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Таким образом, производная определяется параметрами в соседних, достаточно близких, точках (узлах) пространства. Если принять, что 
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 в (5.2) является шагом разностной сетки (рис. 5.1), то получим
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При аппроксимации производной величиной 
[image: image124.wmf](
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 пренебрегают, что дает погрешность аппроксимации. Это, в свою очередь, не позволяет получить точное значение температуры в узлах разностной сетки. Поэтому взамен сеточной функции точного решения "Т" вводят сеточную функцию разностного решения "t".

Существуют 3-и основных способа представления производных по пространству в точке i:

разность "назад" (левая разность)
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(5.4)
разность "вперед" (правая разность)
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и центральная разность 



[image: image127.wmf]x

2

t

t

x

T

1

i

1

i

D

×

-

=

¶

¶

-

+

 
(5.6)

Аппроксимируя производную по времени в точке "n", всегда берут разность "вперед" или разность "назад"
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т.к. при использовании центральной разности расчет неустойчив. Вторую производную чаше всего представляют в виде:
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(5.8)

Такие понятия, как погрешность численного решения (
[image: image131.wmf]i

e

), разностная схема, сходимость, устойчивость схем, порядок точности и другие, описанные в разделе 4, сохраняются и при использовании метода конечных разностей для аппроксимации дифференциальных уравнении в частных производных.

Так, разности "вперед" и "назад" (5.4, 5.5, 5.7) имеют погрешность, пропорциональную соответствующему шагу в 1-я степени (1-й порядок точности), а центральная разность (5.6) – шагу во 2-й степени (2-й порядок точности). Аппроксимация второй производной в виде (5.8) также имеет 2-й порядок точности.

5.2. Аппроксимация уравнения теплопроводности по явной схеме

Пусть есть одномерное уравнение теплопроводности
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Требуется аппроксимировать уравнение конечными разностями в ок​рестности узла разностной сетки с координатами 
[image: image133.wmf]i
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 и 
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. Заменим производные их разностными аналогами с использованием выражений (5.7) и (5.8).
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где 
[image: image136.wmf]n
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 – означает значение температуры в i-ом узле по координате "х" и в "n"-й момент времени.
Из (5.10) можно выразить температуру в (n+1)-й момент времени
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Уравнение (5.10) называют явной конечно-разностной схемой. Если мы знаем значение температуры по сечению тела в текущий момент времени –
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, то всегда сможем в явном виде по формуле (5.11) определить температуру в следующий момент времени – 
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Явная схема имеет недостаток: она условно устойчива. Условие устойчивости записывается в следующем виде
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т.е. шаг по времени зависит от шага по пространству и не может превышать расчетную величину. Явная схема, также как и неявная (разд. 5.3), имеет погрешность расчета, пропорциональную 
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5.2.1. Обоснование условия устойчивости явной схемы

Поясним вывод рецептурно введенного условия устойчивости (5.12). Поскольку аппроксимация 2-й производной в явной схеме (5.10) сделана в "n"-й момент времени, то изменение температуры тела в точке 
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 обязано действию теплового потока в текущий момент времени "n". Это означает, что средняя температура в соседних от 
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 узлах всегда должна быть больше или равняться какой-то предельной величине – температуре в узле 
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 в (n+1)-й момент времени, получаемой при любом шаге по времени
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Предельный случай, когда


[image: image149.wmf](

)

n

1

i

n

1

i

1

n

i

t

t

5

,

0

t

-

+

+

+

×

=

,
отвечает стационарному температурному полю по сечению тела (или случаю, когда
[image: image150.wmf]¥

®

t

D

).

Тогда с учетом (5.11) неравенство приобретает вид
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Отсюда
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или 
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, что соответствует (5.12).

5.3. Неявная конечно-разностная схема

Неявная схема отличается от явной только тем, что производные по пространственной переменной отнесены к последующему моменту времени – (n+1), а не к текущему
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На рис. 5.2 приведены фрагменты разностной сетки, иллюстрирующие с помощью, так называемых, четырехточечных шаблонов (выделены толстыми линиями) определение температуры на последующем шаге по времени.
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Рис. 5.2. Шаблоны для определения температуры в (n+1)-й момент времени

Можно заметить, что неявная схема не позволяет в явном виде выразить температуру 
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 через известные температуры в соседних узлах. Поэтому уравнение (5.13) записывают для всех узлов сетки по сечению тела, за исключением граничных: первого и N-го. Уравнения для граничных узлов берутся из граничных условий, которые мы будем рассматривать позже. В общей сложности образуется система из N уравнений с N неизвестными температурами на (n+1) шаге по времени. Эту систему можно решить любым стандартным методом. Но дело в том, что любой метод здесь меньше всего подходит. Для решения данной системы уравнений разработан специальный метод, который назвали "метод прогонки". В иностранной литературе этот метод называется "алгоритм Томаса"[9].

Довольно сложный алгоритм решения уравнения теплопроводности по неявной схеме в сравнении с явной схемой оправдан, т.к. неявная схема безусловно устойчива и позволяет анализировать поле температур при любом сочетании шагов разностной сетки.

5.3.1. Метод прогонки

Метод прогонки является самым экономичным методом для решения систем уравнений подобных (5.13).

Представим (5.13) в следующем формализованном виде:
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где 
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Здесь индексы (n+1) опущены для простоты записи.

В уравнении (5.14) только три неизвестные:
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. Это определяет специфический вид матрицы связанных коэффициентов в системе уравнений (5.14). В матричной форме система уравнений имеет вид
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где для N равного, например, 5
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Матрица коэффициентов 
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, (-Bi) и Ci носит название разреженной 3-х диагональной, поскольку она заполнена нулями кроме 3-х главных диагоналей. В этом, кстати, ограниченность метода прогонки: он может применяться при решении систем уравнений только с 3-х диагональной матрицей связанных коэффициентов.

Теперь предположим, что между температурами в соседних узлах существует линейная зависимость
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где 
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 – некоторые коэффициенты.

Подставив (5.15) в (5.14), получим уравнение с двумя неизвестными 
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Отсюда в виде линейной зависимости легко выражается 
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т.е. предположение (5.15) подтвердилось.

Из аналогии (5.17) и (5.15) можно найти коэффициенты 
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Коэффициенты ai и bi называются прогоночными коэффициентами и они находятся во всех узлах разностной сетки по рекуррентным формулам (5.18) и (5.19).

Порядок решения систем уравнений, подобных (5.14), следующий: сначала определяются из граничных условий коэффициенты a1 и b1. Затем по выражениям (5.18) и (5.19) коэффициенты a2, b2; a3, b3 и т.д. до aN-1, bN-1. Эта часть алгоритма называется прямой прогонкой. Далее из граничных условий на противоположной границе находится температура tN и по формуле (5.15) обратной прогонкой последовательно определяются температуры в узлах сетки от (N-1) до 1:
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Преимущества метода прогонки перед другими методами – экономичность. Это означает, что при расчетах по этому методу требуется выполнить минимальное число арифметических операций. Например, по методу Гаусса число операций 
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, а по методу прогонки 
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. Так, если число узлов по сечению тела N = 100, то по методу Гаусса получим порядка 1 000 000 арифметических действий, а по методу прогонки – всего 1 000.

5.4. Погрешность разностной аппроксимации.

Расчеты температурных полей в термически массивных телах методом конечных разностей носят приближенный характер. Поэтому любой расчет должен сопровождаться оценкой погрешности и оценкой истинного значения температуры.

Покажем расчет погрешности 
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 для наиболее распространенных разностных схем, т.е. для схем, имеющих 2-й порядок точности по пространственной координате и 1-й порядок точности по времени. В этом случае справедливо соотношение для сходящихся схем
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С другой стороны,
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где 
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 – приближенное и точное значения температуры в точке с координатами i, n.

Если приближенное решение получить на разностной сетке с шагами 
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, то определения температуры в точке с координатами i, n уменьшится в 4 раза:
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Подставим 
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 из (5.22) в (5.21). Получим
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Отсюда легко выражается в явном виде 
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Описанный подход оценки погрешности представляет из себя метод Рунге. Особенность метода: нужно провести два расчета: один при выбранных шагах по пространству и времени – 
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Если в конкретных условиях нельзя выполнить расчеты при уменьшенных шагах, то оценку погрешности можно определить при увеличенных шагах по следующей формуле:
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которая выводится аналогично (5.24). Здесь 
[image: image209.wmf](

)

t

D

×

D

×

4

,

x

2

t

n

i

 – решение, полученное на сетке с шагами 
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Небольшое последнее замечание: наименьшая погрешность аппрок​симации разностных схем типа (5.10) и (5.13) достигается при 
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 [10]. Это надо учитывать при расчетах в области 
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5.5. Комбинированная разностная схема (схема Кранка-Николсона)

Описанные ранее обычные явная и неявная схемы не всегда удов​летворяют расчетчиков из-за низкого порядка аппроксимации схем по времени. Этот недостаток частично может быть исправлен за счет использования комбинированной схемы, имеющей вид
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где 
[image: image215.wmf]s

 – весовой коэффициент. Он изменяется от 0 до 1.

При 
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 = 0 из (5.26) получается чисто неявная схема, а при 
[image: image217.wmf]s

 = 1 – явная.

При 
[image: image218.wmf]s

 = 1/2 получается схема, которая называется схемой Кранка-Николсона. Эта схема имеет второй порядок аппроксимации и является безусловно устойчивой. Если сравнивать ее с чисто неявной схемой (5.13), то схема Кранка-Николсона более экономична при обеспечении той же точности расчетов.

5.6. Многомерные задачи теплопроводности

Для простоты разберем двумерную задачу теплопроводности. В этом случае температурное поле внутри тела описывается уравнением теплопроводности вида
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где 
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при соответствующих граничных условиях, например, типа
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и при начальных условиях, типа
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Точно также, как и при рассмотрении одномерных задач, будем искать численные соотношения только для уравнения теплопроводности (5.27). В соответствии с основной идеей метода конечных разностей непрерывная область изменения пространственных переменных "
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" и временной переменной "
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" заменяется на ряд дискретных узлов с координатами:
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Расстояние между узлами называется шагом и обозначается 
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 и временной переменной 
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. Таким образом, шаги можно определить так:
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Разностную сетку, т.е. графическое изображение совокупности узлов, для многомерных задач представить довольно тяжело. Обычно для двумерной задачи на разностной сетке отсутствует координата по времени, но она подразумевается (рис. 5.3).
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Рис. 5.3. Разностная схема для двумерной задачи теплопроводности

Проведем разностную аппроксимацию уравнения (5.27) в окрестности узла с координатами (i, j, n). Тогда при замене сеточных функция точного решения 
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Это явная разностная схема. Название схемы связано с тем. что из (5.30) в явном виде выражается неизвестное значение температуры 
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 – определенные на текущем шаге по времени. Схема является условно устойчивой. Условие устойчивости для двумерной задачи имеет вид:
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В частном случае, когда 
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Таким образом, условие устойчивости для многомерных задач по сравнению с одномерными (5.12) более жесткое.

Представим теперь уравнение теплопроводности (5.27) в неявном конечно-разностном виде. Для этого вторую производную по пространству отнесем к последующему (n+1)-му моменту времени. Получим
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Очевидно, что неизвестными в (5.33) являются пять величин: 
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. В этом случае, чтобы определить температуру во всех узлах разностной сетки на (n+1)-м шаге по времени надо решать систему уравнений подобных (5.33), записанных для каждого узла. Вид системы уравнений специфический. Матрица коэффициентов перед неизвестными температурами носит название пятидиагональной. Следовательно, для решения системы уравнений не может быть применен метод прогонки и приходится пользоваться иными методами (метод исключения Гаусса, метод определителей и др.), что нежелательно в силу их неэкономичности. Напомним, что неэкономичность может привести к значительной вычислительной погрешности в результате округлений чисел, а также к увеличению времени расчета на ЭВМ.

Для того, чтобы уменьшить объем вычислительных операций, раз​работаны схемы и методы, при реализации которых на ЭВМ объем ариф​метических операций пропорционален числу уравнений – 
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 как у обычных методов. Такие схемы называются экономичными. Из них наиболее распространены локально-одномерная схема и продольно-поперечная схема. Они основаны на замене многомерной разностной схемы системой одномерных разностных схем.

5.6.1. Локально-одномерная схема

Локально-одномерная схема позволяет свести уравнение (5.33) к двум одномерным уравнениям:

а) по направлению х:
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б) по направлению у:
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Порядок расчета по этой схеме следующий:

1. Сначала находится значение фиктивной температуры 
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 на промежуточном (n+1/2) шаге по времени. Для этого методом прогонки решается система уравнений подобных (5.34) совместно с граничными условиями по направлению "х".

2. Далее, исходя из известного поля фиктивных температур 
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 окончательно находится поле температур на (n+1)-м шаге 
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. Для этого методом прогонки решается система уравнений (5.35), записанных по направлению "у". Естественно, что в систему уравнений должны быть включены два уравнения из граничных условий (при j = 1 и при j = N).

Несколько коротких характеристик схемы:

а) она самая экономичная из известных на сегодняшний день схем, имеющих погрешность 
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б) схема является сходящейся и безусловно устойчивой.

5.8.2. Продольно-поперечная схема

Данная схема родилась из локально-одномерной с целью увеличения скорости сходимости последней. Подход к ее формированию напоминает подход, изложенный в схеме Кранка-Николсона для одномерных задач.

Продольно-поперечная схема представляет из себя аппроксимацию уравнения теплопроводности в следующем виде:
а) по направлению "х":
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при i = 2,3,...,N-1; j = 1,2,...,M.

б) по направлению "у":



[image: image274.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

D

+

×

-

+

D

+

×

-

×

=

t

D

×

-

+

-

+

+

+

+

-

+

+

+

+

+

2

1

n

1

j

,

i

1

n

j

,

i

1

n

1

j

,

i

2

2

/

1

n

j

,

1

i

2

/

1

n

j

,

i

2

/

1

n

j

,

1

i

2

/

1

n

j

,

i

1

n

j

,

i

y

t

t

2

t

x

t

t

2

t

a

5

,

0

t

t


(5.37)

при j = 2,3,...,M-1; i = 1,2,...,N.

Последовательность расчета та же, что и для реализации локально-одномерной схемы. Схема является безусловно устойчивой.

Погрешность схемы ~
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. Если сравнивать локально-одномерную и продольно-поперечную схемы по экономичности расчета на одном шаге по времени, то локально-одномерная более эффективна. Но если принимать во внимание требуемое число шагов по времени и соответствующее числу шагов число арифметических операций для достижения одинаковой точности результатов, то продольно-поперечная схема имеет несомненные преимущества.

5.7. Аппроксимация граничных условий

Обычно при расчетах нагрева термически массивных тел приходится сталкиваться с граничными условиями 1-го, 2-го и 3-го рода:
1-го рода: 
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где R – координата поверхности тела.

Конечно-разностной аппроксимации подлежат дифференциальные выражения, которые есть в граничных условиях 2-го и 3-го рода.

Наиболее распространены схемы аппроксимации граничных условий, имеющие погрешность 
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5.7.1. Схемы 2-го порядка аппроксимации по методу теплового баланса

Проиллюстрируем применение метода на примере нагрева неограниченной пластины при граничных условиях 2-го рода и 3-го рода. Разностная сетка приведена на рис. 5.4.

Выделим на разностной сетке объемы тела, прилегающие к внутреннему узлу – "i" и к поверхностным узлам "1" и "N", как показано на рис. 5.4. Запишем уравнение теплового баланса для поверхностного узла "N" в момент времени "n".
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(5.38)

где С – удельная теплоемкость; S – площадь поверхности пластины: ( – коэффициент теплопроводности; ( – коэффициент теплоотдачи; 
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 – температура окружающей среды.
После сокращения на S из (5.38) в явном виде получается выражение для определения 
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или
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где 
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Это, так называемая, явная схема для аппроксимации граничных условий. Схема устойчива при
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Кроме того, схема сходящаяся. Погрешность схемы 
[image: image291.wmf](

)

2

2

x

O

~

t

D

+

D

.
[image: image292.jpg]‘ g+d (7-7)

LN

Q
ax/2  jax| sx/2

| ez
=i





Рис. 5.4. Разностная сетка при аппроксимации граничных условий

Если в уравнении (5.38) температуру в правой части отнести к последующему (n+1)-му моменту времени, то получится неявная схема аппроксимации


[image: image293.wmf](

)

q

t

T

x

t

t

2

x

t

t

C

1

n

N

c

1

n

N

1

n

1

N

n

N

1

n

N

+

-

×

a

+

D

-

×

l

=

D

×

t

D

-

×

+

+

+

-

+

,
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Схема является безусловно устойчивой и сходящейся. Погрешность расчета по схеме также 
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5.7.2. Схемы 1-го порядка аппроксимации (метод восстановления)

Схемы 1-го порядка получаются в том случае, если дифференциальное уравнение для граничных условий
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сразу заменять его дискретным аналогом в виде
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Эти схемы можно получить из (5.38) или из (5.41), если пренебречь изменением энтальпии. Схемы (5.42) имеют погрешность решения 
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. Это самые грубые схемы, но часто используемые из-за своей простоты в приближенных вычислениях, не требующих большой точности.

На практике при расчете по явной схеме соотношение (5.42) применяется для восстановления температуры на границе 
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что в частном случае при q = 0 и ( = 0 сводится к равенству
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При расчетах по неявной схеме температура в приграничном узле заранее неизвестна, но известна ее линейная связь с 
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, например, в виде (5.15) при использовании метода прогонки:
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где 
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 – прогоночные коэффициенты, рассчитанные по фор​мулам (5.18) и (5.19).

Из соотношений (5.45) и (5.42) температура на границе восстанавливается в виде:
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5.7.3. Схемы 2-го порядка аппроксимации по методу неопределенных коэффициентов

Представляют интерес схемы аппроксимации граничных условий, погрешность решения которых совпадает с погрешностью решения по явной и неявной схемам аппроксимации уравнения теплопроводности, т.е. погрешность 
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Предположим, что
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где А, В и С – неопределенные коэффициенты.

Разложим функции температуры 
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Ограничимся в (5.48) и (5.49) членами, содержащими 2-ю производную и подставим 
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Последнее выражение можно переписать как
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Дли выполнения равенства (5.50) надо составить систему уравнений:
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Из этой системы находим: А = 1,5; В = -2; С = 0,5. Таким образом, (5.47) напишется как:
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,
а разностная схема аппроксимации граничных условия будет иметь вид:
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Для нижней границы, когда q = 0 (рис. 5.4), аппроксимация максимально упрощается
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На практике соотношения (5.51) и (5.52) применяются подобно схемам 1‑го порядка для восстановления температуры на границе, но, в отличие от этих схем – по температурам двух приграничных узлов.

5.8. Решение нелинейных задач теплопроводности

Если подходить строго, то линейных задач теплопроводности на практике не существует. Все задачи в своей начальной постановке должны формулироваться как нелинейные. Эта нелинейность может быть обусловлена тремя основными причинами:

а) зависимостью свойств нагреваемого тела от температуры;

б) зависимостью от температуры граничных условии нагрева;

в) зависимостью мощности внутренних источников тепла в теле от температуры.

При учете нелинейностей задача симметричного нагрева пластины формулируется следующим образом: 
– уравнение теплопроводности


[image: image322.wmf](

)

(

)

T

,

x

Q

x

T

T

x

T

)

T

(

C

v

+

¶

¶

l

¶

¶

=

t

¶

¶

;
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– граничные условия, типа
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и 
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-начальное условие
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где R - полутолщина пластины; Qv(х,T) – мощность внутренних источ​ников тепла; ( – приведенный коэффициент излучения; ( – коэффициент теплоотдачи: Tс – температура окружающей среды; Т0 – начальная температура металла; ((Т) – коэффициент теплопроводности; с(Т) – удельная теплоемкость.
В соответствии с обозначениями рис.5.1 запишем нелинейную задачу теплопроводности в неявном конечно-разностном виде. При этом введем замену сеточной функции точного решения T на сеточную функцию приближенного решения t.

Уравнение теплопроводности аппроксимируется в окрестности точки с координатами (i,n):
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при i = (2, 3, ..., N-1).

Граничное условие (5.54) аппроксимируется в окрестности точки c координатами (N,n) к примеру методом восстановления
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Аналогично аппроксимируется граничное условие (5.55)
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Алгоритм решения простой:

1. Теплофизические свойства (с, (), характеристики внешнего теплообмена ((, (), а также мощность внутренних источников тепла определяются на текущем n-м шаге по времени в зависимости от 
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2. Этим приемом нелинейная задача сводится к линейной и решается, например, методом прогонки относительно 
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3. Далее переходим к следующему шагу по времени, для чего переприсваиваем n=n+1 и возвращаемся к п.1 данного алгоритма.

Отметим практическую особенность восстановления температуры на границе при наличии нелинейных граничных условий (5.58), т.е., когда температура встречается в 1-й и в 4-й степени. Удобнее всего для восстановления температуры 
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 использовать итерационную формулу Ньютона (индекс "n+1" опущен для упрощения записи):
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где 
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Здесь предполагается, что значение 
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 известно (явная схема расчета). В случае расчета по неявной схеме 
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 линейной зависимостью типа (5.45).

6. МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ ДЛЯ РАСЧЕТА СТАЦИОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО СОСТОЯНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ПЕЧИ

Процесс распространения теплоты в теле при стационарных тем​пературных условиях описывается уравнением Лапласа
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(6.1)

при соответствующих граничных условиях типа


[image: image340.wmf]q

x

T

0

x

=

¶

¶

×

l

=

.

Особенность расчета стационарных температурных полей по сравнению c нестационарными в том. что численно находятся решения преимущественно многомерных стационарных задач, т.к. почти все одномерные задачи легко решаются аналитически. Самые распространенные случаи применения уравнения Лапласа связаны с расчетом температуры в объеме футеровки печи (кладка в районе установки горелокб узлы сочленения кладки, холодильники доменных печей и т.п.).

Метод конечных разностей позволяет рассчитать любую систему с всевозможными нелинейными эффектами, такими, как наличие внутренних источников (стоков) тепла, лучистый теплообмен на границе, зависимость свойств тела от температуры.

6.1. Основные численные соотношения

Для определенности рассмотрим двумерную задачу в координатах "х-у". как показано на рис.6.1а.

Также, как и для нестационарных задач, метод конечных разностей предполагает замену непрерывной области изменения пространственных переменных х и у рядом дискретных узлов: 
х: х1, х2, х3,..., xi,..., xN и у: у1, у2, у3,...,уj,...,yМ, 
где N и M – число узлов по координатам х и у.

Расстояние между узлами называется шагом: 
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 – шаг по координате у.

В соответствии с принятыми обозначениями, нанесем на расчетную область ряд узлов (рис.6.1б). Полученное построение называется разностной сеткой. Значения температуры определяются в узлах этой сетки.

Математически метод конечных разностей заключается в замене интегрирования уравнения Лапласа системой алгебраических уравнений, записанных для каждого узла разностной сетки. Для перевода дифференциального уравнения в алгебраический вид в окрестностях узлов с номерами i и j удобно пользоваться разностями "вперед" и "назад". Разности "вперед":
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(6.2)
Разности "назад":
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Рис.6.1. Формирование разностной сетки для двумерной задачи стационарной теплопроводности
С использованием этих разностей двумерное уравнение Лапласа в окрестности внутреннего узла с координатами i j будет иметь вид
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(6.4)

при i = (2, 3, …,N-1); j = (2, 3, …, M-1)

или 
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Умножим все члены уравнения на 
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Отсюда легко выражается 
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(6.5)
Уравнение (6.5) является основным уравнением для расчета ста​ционарного температурного поля. Анализ уравнения показывает, что для расчета температуры в узле ij надо знать температуру во всех соседних узлах ("i+1, j" , "i-1, j", "i, j+1", "i, j-1"). При непосредственных вычислениях задача заключается в определении температур во всех узлах разностной сетки, подчиняющихся соотношению (6.5). Для определения этих температур существуют явная и неявная схемы расчета. При изложении этих схем примем для упрощения записи, что 
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6.2. Явная разностная схема

Явная схема обычно представляется в виде
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где n= 0, 1, ... – номер итерационного шага; w – итерационный параметр.

Особенность явной схемы в том, что температура в процессе итерационного счета выражается в явном, достаточно простом виде без решения систем уравнений.

Явная схема устойчива при w ( 1. Последовательность расчета температурного поля приведена на блок-схеме рис.6.2. В блоке 4 формула (6.7) приведена условно, поскольку она справедлива только для внутренних узлов сетки. Естественно, что для граничных узлов должны быть использованы другие формулы (см. разд.6.4).'

Основная сложность расчета заключается в выборе итерационного параметра "w". От него зависит сходимость решения. Самая низкая скорость при w = 1. Этот случай известен под названием метод Якоби.

Однако на практике схема (6.7) используется редко из-за своих недостатков:

– низкая скорость сходимости;

– узкие пределы варьирования итерационного параметра;

– необходимость при расчетах на ЭВМ пользоваться двумя массивами температур 
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 (на шаге "n" и на шаге "n+1").
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Рис. 6.2. Логическая блок-схема для расчета стационарного температурного поля по явной схеме

Этих недостатков лишена явная схема Зейделя, в соответствии с которой имеем
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Здесь предполагается, что 
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 уже известны. Схема Зейделя гораздо эффективнее обычной явной схемы. Она устойчива при 0 ( w ( 2. Когда w<1, то расчет осуществляется методом последовательной нижней релаксации (ПНР), а когда 1 < w ( 2, то расчет носит название метод последовательной верхней релаксации (ПВР). Метод ПВР обычно позволяет достичь более высокой скорости сходимости. Рекомендуется принимать w=1,6(1,8 для минимизации числа итерационных шагов.
6.3. Неявная разностная схема

Неявная разностная схема выводится из того положения, что стационарное температурное поле является установившимся случаем нестационарного поля при бесконечно большом времени протекания процесса нагрева. При. этом итерационный параметр "w" играет роль шага по времени в эквивалентном уравнении теплопроводности:
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(6.9)

при i = (2, 3, ..., N-1) и j = (2, 3, ..., M-1) (рис.6.1б).

Для того, чтобы определить температуру на (n+1)-й итерации, надо решить систему уравнений типа (6.9), записанных для каждого внутреннего узла разностной сетки, плюс набор уравнений для граничных узлов. В целом получается система (N M)- уравнений с (N M)- неизвестными температурами. Причем, матрица связанных коэффициентов перед температурами – пятидиагональная. Такую систему линейных алгебраических уравнений надо решать или методом исключения Гаусса или методом обращения матриц или итерационным методом, т.е. методами, которые требуют значительного количества арифметических операций при реализации на ЭВМ. В попытке отойти от этих неэкономичных методов возникли модификации неявной схемы, которые по аналогии с решением многомерных нестационарных задач теплопроводности разделили на локально-одномерную и продольно-по​перечную схемы. Эти схемы позволяют свести указанные системы уравнений к системам с трехдиагональными матрицами связанных коэффициентов и, в конечном счете, позволяют применить метод прогонки решения системы уравнений. На практике целесообразно применять продольно-поперечную схему, обладающую наиболее высокой скоростью сходимости. Эта схема записывается в виде 2-х уравнений:
по направлению х:
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(6.10)
при i = (2, 3, …, N-1)

и по направлению у:
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(6.11)

при j = (2, 3, ..., M-1).

Алгоритм решения задачи по этой схеме приведен на рис.6.3.
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Рис. 6.3. Логическая блок-схема расчета стационарного температурного поля по неявной схеме
Особенность алгоритма состоит в расчете промежуточного значения температуры на (n+1/2) итерационном шаге, которая является исходной для окончательного расчета на (п+1)-м шаге.

Для указанной выше неявной схемы итерационный параметр "w" может принимать произвольное значение. Его можно подобрать таким, что резко будет увеличена скорость сходимости, т.е. решение будет получено за минимальное число итераций.

6.4. Аппроксимация граничных условий

Для общности записи примем, что на границе тела, находящегося в стационарных температурных условиях, действуют комбинированные граничные условия 2-го и 3-го рода
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где R – определяющий размер тела; ( – коэффициент теплопроводности; ( – коэффициент теплоотдачи; q – удельный тепловой поток; Tc – температура окружающей среды.

В левой части уравнения (6.12) находится слагаемое, описывающее удельный тепловой поток, поглощаемый телом, а в правой части – удельное количество теплоты, падающее на поверхность тела. Рассмотрим подробнее граничные узлы разностной сетки, для чего построим сетку в виде, показанном на рис.6.4. Выделим на сетке объемы тела, прилегающие к внутренним и граничным узлам (объемы отмечены штриховкой на рис.6.4). Видно, что к любому внутреннему узлу прилегает объем, равный: 
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, где 1 – единичная длина тела в направлении, перпендикулярном рассматриваемой плоскости.
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Рис. 6.4. Разностная сетка вблизи границы тела

Запишем уравнение теплового баланса для граничного узла с координатами "Nj"
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(6.13)
где q – тепловые потоки от соседних узлов к узлу "Nj" и от среды ("с") к узлу "Nj".
В правой части (6.13) стоит ноль, т.к. в стационарном температурном состоянии нет прироста или уменьшения теплоты в любом узле тела.

Выразим тепловые потоки в (6.13) через температуры в соседних узлах, используя разности "назад" и "вперед":
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Введя обозначение
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или
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где
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Из уравнения (6.14) выражается 
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Таким образом, задается связь температуры в граничном узле с температурами соседних узлов и температурой окружающей среды.

Уравнение (6.15) является общим случаем. Из него следует ряд частных случаев, широко применяемые при расчетах как по явной, так и по неявной разностной схеме:
а) теплоизолированная граница (q = 0, 
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б) теплоизолированная граница и квадратные ячейки разностной сетки (К=1)
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7. КОНВЕКТИВНЫЙ ТЕПЛООБМЕН В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

Для простоты изложения ограничимся рассмотрением пограничного слоя, образуемого при движении жидкости вдоль плоской поверхности. Этот случай показан на рис.7.1.
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Рис. 7.1. Образование пограничного слоя вблизи плоской поверхности:

W0 и T0 – скорость и температура набегающего потока жидкости; 
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 и 
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 – толщины динамического и теплового пограничных слоев на

расстоянии "х" от начала пластины
Пограничный слой разделяют на динамический и тепловой. В пределах динамического слоя сильно изменяется скорость потока. За пределами динамического слоя скорость равна скорости основного (набегающего) потока – W0. Для определенности границей пограничного слоя считают условную поверхность, на которой соблюдается условие: 
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. Аналогично тепловой пограничный слой представляет из себя слой жидкости, в пределах которого сильному изменению уже подвержена температура. На границе теплового слоя выполняется условие:

Т ( 0,99(T0 



 при Tст < T0;
Т ( 1,01(T0 



 при Tст ( T0,

где Tст – температура, жидкости на стенке (плоской поверхности).

Таким образом, принимается, что на границе пограничного слоя значение температуры и скорости отличается от параметров основного потока не более чем на 1%.

Закономерно возникает вопрос: для чего нужно понятие пограничного слоя и зачем рассчитывать скорости и температуры жидкости в пределах слоя?

Дело в том, что задача конвективного теплообмена в реальных системах (печах) чаще всего сводится к определению тепловых потоков от жидкости к твердой стенке. Эти тепловые потоки зависят, главным образом, от распределения скоростей и температур в тонком слое, прилегающем к твердой стенке. Поэтому с достаточно высокой точностью можно перейти от решения полной, очень трудоемкой, задачи конвективного теплообмена в объеме печи к довольно простой задаче, конвективного теплообмена в пограничном слое. На практике наиболее близки к модельной задаче (рис.7.1) случаи, когда рассматривается теплообмен в плоском рекуператоре или теплообмен в нагревательной печи при движении продуктов горения вдоль плоской заготовки или вдоль стен печи.

Пограничный слой описывается системой основных уравнений: а) уравнение движения; б) уравнение неразрывности (сплошности); в) уравнение энергии.

Считаем, что скорость набегающего потока не зависит от времени, тогда уравнение движения представляет из себя упрощенное уравнение Навье-Стокса
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(7.1)
где Wx и Wy – составляющие вектора скорости по осям х и у, ( –коэффициент кинематической вязкости жидкости.

Уравнение неразрывности представляет собой запись уравнения сохранения массы для несжимаемой жидкости
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(7.2)

Система (7.1-7.2) называется уравнениями пограничного слоя Прандтля.

Уравнение энергии в приближении пограничного слоя имеет вид, по форме напоминающий уравнение движения (7.1):



[image: image389.wmf]2

2

y

x

y

T

a

y

T

W

x

T

W

¶

¶

×

=

¶

¶

×

+

¶

¶

×


(7.3)

где Т - температура потока; а - коэффициент температуропроводности жидкости.
Для получения однозначного решения системы (7.1-7.3) вводятся граничные условия:
при y = 0: 

[image: image390.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

=

¶

¶

×

l

-

=

=

=

ст

ст

y

x

q

y

T

или

T

T

;

0

W

,

0

W


(7.4)
при 
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при х = 0: 
Wx = W0, Wy = 0, T = T0
(7.7)
Из полученной системы (7.1-7.7) необходимо найти Wx, Wy и T как функции координат х и у. Это будет, так сказать, исходной информацией для дальнейшего определения тепловых потоков, коэффициентов трения, коэффициентов теплоотдачи и т.д., которые мы рассматривать не будем, поскольку это не является целью данной работы.
Мы будем рассматривать только методы определения полей скоростей и температуры в пределах пограничного слоя. За основу берем метод конечных разностей.

7.1. Конечно-разностная аппроксимация уравнений движения и неразрывности

Согласно основной идее метода конечных разностей, непрерывные пространственные переменные х и у заменяются на ряд дискретных узлов с координатами:
по х: х1, х2, х3, …, хi, …, хN
по y: y1, y2, y3, …, yj, …, yM.

Расстояние между соседними узлами называется шагом: 
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 и 
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.

В соответствии с этой заменой получаем разностную сетку как показано на рис. 7.2.

На рис. 7.2 вместо координат узлов х1, х2, … и y1, y2, … условно приведены только номера узлов 1, 2, … Дискретные величины скорости и температуры определяются на пересечении координат 
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 и 
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. Эти дискретные величины называются сеточными функциями точного решения.

Математическая сущность метода конечных разностей заключается в том, что интегрирование дифференциальных уравнений (7.1-7.2) заменяется решением системы алгебраических уравнений для отдельных узлов. Эта замена вносит погрешность в определение функции скорости и поэтому в дальнейших рассуждениях переходят от сеточной функции точного решения к сеточной функции приближенного решения:
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Рис. 7.2. Разностная сетка для расчета пограничного слоя
Теперь еще до составления разностных схем условимся, что составляющую скорости по оси х будем определять из уравнения движения, а по оси у – из уравнения неразрывности.
Есть две формы аппроксимации дифференциального уравнения движения: по явной и неявной схеме.
Явная схема для узла с координатами ij имеет вид:
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(7.8)
Отсюда легко (в явном виде) выражается 
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 через известные скорости на текущем шаге "i".
Схема условно устойчива. Условие устойчивости напоминает подобное условие для уравнения теплопроводности и имеет вид:
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(7.9)
Если сравнивать схему (7.8) со схемами аппроксимации уравнения теплопроводности, то можно заметить, что в данном случае мы находим изменение функции (скорости) не во времени, а в пространстве – вдоль оси х.
Явная схема (7.8) может быть значительно усилена, если первые сомножители в слагаемых левой части отнести не к текущему "i"-му узлу, а к промежуточному "i+1/2"-узлу:
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Правда, в этом случае придется включать в решение итерационный алгоритм, т.е. каждый расчет 
[image: image408.wmf]j

1

i

U

+

 должен включать в себя ряд последовательных уточнений 
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 где K – номер итерации. При K=1 предполагается, что 
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. В дальнейшем эти величины уточняются в зависимости от скорости 
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, выражаемой из (7.10):
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Итерационные уточнения 
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 заканчиваются при выполнении приближенного равенства 
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(7.12) 
Аппроксимация дифференциального уравнения движения по неявной схеме подобна явной за одним отличием: 
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 отнесены не к текущему i-му узлу, а к последующему - "i+1"-му.
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Неявная схема (7.13) безусловно устойчива и потому получила наибольшее распространение. Тем более, что эта схема позволяет при расчетах использовать высокоэффективный метод прогонки (см. разд. 5.3.1).
Явная и неявная схемы имеют первый порядок точности по x и 2-й порядок по у. С целью повышения порядка точности по x до второго может быть применена комбинированная схема
      (7.14)
При =0 имеем неявную схему, при =1- явную и при =0,5--схему Кранка-Николсона. Схема Кранка-Николсона рекомендуется к применению в 1-ю очередь, т.к. она безусловно устойчива и имеет 2-й порядок точности по х и по у.
Вместе с уравнением движения следует рассматривать и уравнение неразрывности. Конечно, его можно аппроксимировать относительно узла с координатами  и  в таком простом виде:
Однако это будет неточно. Обычно производную  представляют в виде полусуммы "разностей вперед". В этом случае явная схема имеет вид
(7.16)
Отсюда легко находится значение  при известных значениях  и  , предварительно определенных из уравнения движения.
Неявная схема аппроксимации уравнения неразрывности более точная и поэтому явная схема обычно не используется. Принципиаль-аых отличий неявная схема имеет немного:
   (7.17)
Алгоритм расчета и по явной и по неявной схеме строится "от стенки", т.е. при известном поле "и" и при известном значении "V" на стенке (из граничных условий) из (7.16) или (7.17) легко выражается значение "V в следующем узле от стенки. По найденному значению "V определяется из (7.16) или (7.17) значение "V в еще более дальнем от стенки узле и т.д., пока не будут определены все значения "V поперек потока.
7.2. Конечно-разностная аппроксимация уравнения энергии

Решение уравнения энергии заключается в определении темпера​турного поля по сечению потока при известном скоростном поле. Строго говоря, скоростное поле зависит от распределения темпера​туры поперек потока и поэтому уравнения движения, неразрывности и энергии должны решаться совместно. При численном решении взаимное влияние температуры и скорости учитывается путем применения итера​ционных методов. При построении расчетных алгоритмов учитывают тот факт, что изменение скоростного поля гораздо сильнее влияет на изменение температурного поля, нежели наоборот.
для аппроксимации уравнения энергии

(7.18)
используем ту же разностную схему, что и при расчетах скоростного поля (рис. 7.2). В этом случае уравнение (7.18) в простейшей алгебраической (конечно-разностной) форме имеет вид
(7.19)
где (. - сеточные функции приближен​ного решения или, другими словами, функции-аналоги величин  и т соответственно.
Аппроксимация (7.19) носит название явной разностной схемы, поскольку из нее в явном виде можно выразить  через известные значения скоростей и через температуры на предыдущем слое по  (на слое ). Недостаток явной схемы: она условно устойчива. Условие устойчивости:

(7.20)
Обычно уравнение энергии аппроксимируют по неявной схеме, например, в следующем виде
Отличие неявной схемы (7.21) от подобных схем связано, глав​ным образом, с тем, к какому шагу (слою) отнести скорости "и" и "V. в данном случае скорости отнесены к промежуточному шагу "+1/2" с целью получения консервативной схемы, т.е. схемы, для которой выполняется закон сохранения энергии и результат расчета по которой никогда не будет противоречить физическому смыслу.
Уравнение (7.21), записанное для каждого внутреннего узла разностной сетки поперек потока (т.е. по оси у), образует систему из (М-2) уравнения с М неизвестными. Добавляем два уравнения из граничных условий (см. раздел 7.3). Полученная система алгебраи​ческих уравнений решается методом прогонки, т.к. в каждом уравнении не больше трех неизвестных . Решение этой системы имеет нюансы в том смысле, что расчет не всегда устойчив.
7.2.1. Условие устойчивости неявной схемы уравнения энергии

Покажем, в каком случае возникает неустойчивость расчета по неявной схеме уравнения энергии и как избежать этой неустой​чивости.
В соответствии с алгоритмом метода прогонки уравнение (7.21) всегда можно записать в виде

(7.22)
В уравнении (7.22) приняты следующие обозначения:
Для обеспечения устойчивости расчета с использованием метода прогонки необходимо, чтобы выполнялось условие /18/
Если проанализировать условие (7.23) применительно к решению уравнения теплопроводности (см. разд. 5), то можно заметить его справедливость при любых значениях параметров, входящих в неявную схему уравнения теплопроводности. В случае же решения уравнения энергии условие (7.23) может быть соблюдено, если

(7.24)
т.е. , что, в общем случае может не соблюдаться.
Например, часто приходится получать <0 при наличии противодавления движению потока (этот случаи мы не рассматриваем). Поэтому, если в процессе расчетов оказывается, что  <0. то поступают просто: в первом слагаемом уравнения (7.21) вместо разности  ) записывает разность (  ). Это приводит к изменению содержания коэффициентов  и  (7.22):
7.3. Аппроксимация граничных условий

При течении жидкости в пределах пограничного слоя обычно имеют дело с граничными условиями 1-го или 2-го рода.
Граничные условия 1-го рода существуют на стенке:
         (7.25)
Здесь индексы приведены в соответствии с разностной сеткой рис. 7.2. Эти условия простые и вносят погрешность только за счет линеаризации закона изменения . Сложнее выглядят граничные условия 2-го рода. Они наблюдаются на стенке и границе пограничного слоя. Например, тепловой поток на стенке

(7.26)
аппроксимируется в простейшем случае так

(7.27)
Такие разностные схемы имеют низкий порядок аппроксимации, всего лишь первый (см. разд. 5.7.2). Для повышений порядка до второго, наиболее эффективным оказывается использование метода неопределенных коэффициентов (см. разд. 5.7.3). Согласно этому методу граничные условия (7.28) аппроксимируются в следующем виде
Соответственно, граничные условия второго рода на внешней границе пограничного слоя

(7.29)
в разностном виде запишутся так
где м - номер крайнего узла разностной сетки, отсчитываемого по оси у (поперек потока).
7.4. Учет турбулентности пограничного слоя

В уравнение движения (7.1) и в уравнение энергии (7.3) входят коэффициенты кинематической вязкости ( ) и температуропроводности (а), которые в общем случае учитывают свойства жидкости. Формируемые за счет молекулярного и турбулентного переноса
    (7.31) где  и  - свойства жидкости на уровне молекулярного переноса (находятся по теплотехническим справочникам в зависимости от вида жидкости и ее температуры):  и  - коэффициент турбулентной вязкости и коэффициент турбулентной температуропроводности.
Когда рассчитывается ламинарный пограничный слой, то
достаточно знать только  и а . принимая =0 и =0. К слову
сказать, такой вариант на практике используется очень редко.
Обычно приходится рассчитывать турбулентный пограничный слой,
. когда  и .
Аналитически определить  и  невозможно, т.к. эти величины зависят от Множества факторов (скорости, структуры потока и т.д.).
Поэтому  и находят из эксперимента. Экспериментальные данные обрабатывают в виде, так называемых, полуэмпирических зависимос​тей. Такое название связано с тем, что структура зависимости известна (в зависимости от используемой гипотезы турбулентности), а из эксперимента определяют только константы, входящие в принятую структуру. Полуэмпирические зависимости носят название "модели турбулентности". Наибольшей популярностью пользуется модель турбу​лентности Ван-Дриста, построенная на гипотезе Прандтля /2,9/:


(7.32)
где  - масштаб турбулентности, м. Находится из

(7.33)
 - толщина динамического пограничного слоя,м;

(7.34)
А=26 - постоянная Ван-Дриста, определенная из эксперимента;
безразмерная координата;
 - динамическая скорость,м/с;
 касательное напряжение на стенке (или, другими
словами, диффузионный поток импульса от  стенки),Н/м2:
 - плотность жидкости, кг/м3
Модель Ван-Дриста удобна для расчетов методом конечных разностей. Например, производная в модели Ван-Дриста опреде​ляется просто:
где  - номер узла по оси у;  - номер узла по оси х (см. рис. 7.2).
Из модели турбулентности обычно находят только коэффициент турбулентной вязкости - . Коэффициент же турбулентной температу​ропроводности -  определяют из формулы

(7.37)
где - турбулентное число Прандтля. Обычно просто принимают , хотя, на самом деле,  0,9 во внутренних областях и  во внешних областях пограничного слоя /2/.
Модель Ван-Дриста применима только для пограничного слоя. Вместе с тем, известны и другие модели, которые могут быть применены не только в расчетах пограничного слоя, но и в расчетах сложного движения жидкостей в замкнутом объеме. Это " " модель и другие подобные модели. Однако эти универсальные модели при моделировании турбулентности в пограничном слое уступают модели Ван-Дриста по объему вычислений при одинаковой точности расчетов  поэтому не рекомендуются к практическому применению.
8. МЕТОДЫ РАСЧЕТА ДВИЖЕНИЯ ГАЗОВ В ОБЪЕМЕ ПЕЧИ

Задачи движения газов и, связанные с ними задачи конвек​тивного теплообмена при использовании численных методов, обычно самые сложные при моделировании сопряженного теплообмена в печах. При этом надо знать, что в высокотемпературных печах численное ре​шение дифференциальных уравнений, описывающих конвективный тепло​обмен, не позволяет получить существенного увеличения точности расчета температурных полей кладки и садки по сравнению с традиционно применяемыми в инженерных расчетах полуэмпирическими моделями. Однако, в задачах, в которых конвективный теплообмен существенно превалирует над лучистым теплообменом (низкотемпера​турные печи), а также в задачах со сложной кладкой и садкой, требуется численное моделирование конвекции.
В данном разделе ограничимся рассмотрением задач движения газов, т.е. расчетом скоростного поля и поля давлений в объеме печи. Сам подход к расчету температурного поля аналогичен подходу, который мы рассматривали при моделировании конвекции в пограничном слое (см. разд. 7).
8.1. Основные соотношения, описывающие движение газов в замкнутом объеме

Для простоты иллюстрации методов ограничимся рассмотрением двумерных задач. Кстати, это наиболее распространенные задачи.
Движение газов описывается уравнением Навье-Стокса и урав​нением неразрывности,
Нестационарное уравнение Навье-Стокса в двумерной области разбивается на 2 уравнения: по оси х:
и по оси у:
где  - составляющие вектора скорости по оси х и оси у соот​ветственно;  - давление газов;  - коэффициент кинематической вязкости;  - плотность газов.
Уравнение неразрывности имеет вид:

(8.3)
Эти уравнения (8.1-8.3) справедливы для любой точки объема печи. Фактически, нами составлена система из трех уравнений с неизвестными .
Начальные и граничные условия зависят от конкретной конфигу​рации расчетной области. Например, для самой простой конфигурации рабочего пространства печи все задаваемые краевые условия приведены на рис. 8.1.
Из рис. 8.1 видно, что скорости и  в выходном сечении не задаются, поскольку они должны быть определены из решения.
Если сделать анализ уравнений (8.1-8.3), то можно заметить, что эту систему можно свести к системе 2-х уравнений, из которой будет исключена переменная " ". Это можно сделать заменой переменных. Такой прием сулит большие облегчения при расчетах, т.к. во многих практических задачах знать поле давлений в печи необязательно. Главное - это поле скоростей.
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Рис. 8.1. Граничные условия при расчете скоростного поля в ограниченном объеме
Делаем замену переменных через, так называемые, функцию тока--  и завихренность - о. Замена скорости через функцию тока происходит по соотношениям

(8.4)
Правильность этой замены проверим, подставив (8.4) в уравне​ние неразрывности
    (8.5) Получили тождество, значит замена верна.
Функция завихренности имеет следующую связь со скоростью и функцией тока
Теперь, если взять производную от левой и правой частей уравнения (8.1) по "у", а уравнения (8.2) по "х", а затем почленно сложить полученные выражения, то после замены переменных получим:
Уравнение (8.7) имеет название: уравнение переноса вихря. Оно имеет градиентную форму записи для векторного поля.
Чаще применяют, так называемую, дивергентную форму записи
Переход от (8.7) к (8.8) не совсем очевиден, он доказывается от обратного:
Получили, что левая часть (8.7) равна левов части (8.8). При выводе учитывалось соотношение (8.3).
8.2. Конечно-разностные методы расчета в переменных "функция тока-завихренность"

Уравнение переноса вихря в дивергентной форме (8.8)
будем
решать относительно о методом конечных разностей. Согласно
этому
методу, непрерывные области изменения переменных х, у
и 
заменяются на ряд дискретных точек (Узлов)
:  у,
:  
Расстояние между узлами называется шагом и обозначается ах, у и  соответственно:
Графически эта замена представлена в виде разностной сетки на рис. 8.2. При построении сетки взята конфигурация печи рис. 8.1.
Математически метод конечных разностей заключается в замене интегрирования дифференциального уравнения (8.8) системой алгеб-шческих уравнения, записанных для каждого узла разностной сетки, поскольку при такой замене возникает погрешность, то получить точное значение функции в узлах очень трудно. При расчетах оперируют сеточными функциями приближенного решения. Сделаем сле-тощие замены:
 - сеточные функции приближенного решения.
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Рис. 8.2. Разностная сетка для расчета скоростного поля в ограниченном объеме
Для решения используется неявная локально-одномерная схема. Явная схема в задачах движения практически не используется из-за чрезвычайно жестких условий по устойчивости расчета.
В соответствии с локально-одномерной схемой исходное диффе​ренциальное уравнение аппроксимируется двумя алгебраическими урав​нениями вида (см. разд. 5.6.1):
по оси х:
и по оси у:
(8.11) Из системы уравнений,  подобных  (8.10),  определяется
промежуточное поле  при 2,3
-1 и =2,3
М-1, а
из системы уравнений, подобных (8.11), - окончательное значение . Для решения системы уравнений по оси х, а затем и по оси у используется метод прогонки.
После того, как определили поле завихренности -  в (п+1)-а момент времени, можно определить поле функции тока -  . Для этого у нас есть соотношение (8.6).
Из этого уравнения на то* же разностной сетке (рис. 8.2) опре​деляется стационарное поле  , соответствующее найденному ранее полю . Как известно, расчет стационарного многомерного поля сложнее нестационарного из-за трудностей с получением быстро-сходимого решения. Поэтому для решения уравнения (8.12) используем следующий прием: добавляем в левой части член  , где "к" является аналогом времени.
Аппроксимируем полученное уравнение по продольно-поперечной неявной схеме: по оси х:
    (8.13) по оси у:
где  - номер итерации;  - итерационный параметр.
В уравнениях (8.13) и (8.14) не следует путать индексы " " и " ". Индекс " " используется Олеко при определении функции тока.
Система уравнений, подобных (8.13) и (8.14). записанных для каждого узла разностной сетки, в сочетании с граничными условиями, решается методом прогонки сначала по оси х, а затем по оси у при =0,1,2,... Число последовательных итераций " " сильно зависит от величины итерационного параметра . Условием получения решения уравнения (8.12) является следующее:
     (8.15)
при 1,2,..., и 1,2,...М , где  - малая величина, имеющая смысл допустимой погрешности расчетов.
После определения полей завихренности и функций тока легко находятся поля скоростей в (п+1)-й момент времени:
-
составляющая скорости по оси х
         (8.16)
-
составляющая скорости по оси у
При необходимости расчета давления газов в объеме печи его можно выразить из уравнения Навье-Стокса, записанного по одному из направлений в конечно-разностном виде.
Кроме всего сказанного надо запомнить, что моделировать в переменных " " надо осторожно, т.к. полученные модели могут быть применены только в двумерной области и не могут быть использованы для анализа трехмерных течений газов.
8.2.1. Аппроксимация граничных условий

При расчетах функции тока (у) и завихренности (о) требуется задавать граничные условия, связанные с граничными условиями скоростного поля и поля давлений (рис. 8.1) и определяющие поведение  и  на границе. Рассмотрим, как формируются граничные условия для функции тока. Надо сказать, что нам не важно абсолютное значение функции тока, т.к. в расчетах скоростного поля приходится оперировать только относительной величиной у. Поэтому, на стенках ограниченного объема можно задать любое значение , которое будет базой для определения всего поля функций тока. Чаще всего за базовое значение на стенке принимают =0, как показано на рис. 8.3.
Линии функций тока являются замкнутыми подобно изотермам в теплопроводности. В местах входа и выхода потоков газов функции тока претерпевают изменения. Так, на рис. 8.3 на правой стенке (между входом и выходом) при равномерном распределении скорости по сечению входа ( ) функция тока равна

(8.18)
где  - диаметр входного сечения.
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непосредственное применение стандартного алгоритма метода конечных разностей к уравнению Навье-Стокса нежелательно, т.к. может привести к нереальным результатам или к получению трудносходяще-гося решения. Покажем это на примере аппроксимации одного члена уравнения Навье-Стокса, содержащего производную от давления по координате. Разностная сетка, поясняющая аппроксимацию, показана на рис. 8.4. Имеем для точки  и прилегающего к ней объема:     (8.22)
Получили, что при аппроксимации производной, давление при​сутствует в узлах сетки через один. Это приводит к нежелательным последствиям. Например, для случая, показанного на рис.8.5, всегда будет соблюдаться , т.к. . Но в соседних узлах
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Рис. 8.3. Граничные условия при расчете функции тока
Завихренность (о) на границе определяется из условия Тома/9/. Например, для левов стенки (рис. 8.2 и 8.3) в общем виде:
Если в нашем случае принято, что  =0, то выражение для за​вихренности упростится

(8.20)
Для правой стенки между входом и выходом 0 и тогда  равна (8.21)
8.3. Методы расчета движения газов в переменных "скорость-давление"

Моделирование движения газов в физических переменных "ско​рость-давление" имеет несомненное преимущество в универсальности подхода для расчета как двумерных, так и трехмерных задач. Однако
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Рис.8.5. Пример нефизи​ческого поля давления при аппроксимации 
Рис. 8.4. Фрагмент разностной сетки для аппроксимации эр/Эх
Таким образом, полученное поле давления является зигзагообразным, нефизическим. Реальное поле должно быть гладким. Поэтому конечно-разностная сетка. используемая нами ранее для решения уравнения Навье-Стокса, неприменима. Зга сетка может привести к получению нереальных результатов. Трудности, связанные с аппроксимацией производной от давления можно обойти, если принять, что не Обязательно параметры скорости и давления определять в одних и тех же узлах. Попробуем для каждой переменной использовать свою разностную сетку. Соответственно при расчетах  и  из уравнений (8.1-8.2) выделяются свои контрольные объемы, прилегающие к центральному узлу. Такие сетки, называемые шахматными, приведены на рис. 8.6.
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Рис. 8.6. Выделение контрольного объема при аппроксимации уравнения Навье-Стокса: а) по оси х; б)по оси у
Запишем уравнение Навье-Стокса (8.1) в неявном конечно-раз​ностном виде по направлению х для точки " " (центр контрольного объема рис. 8.6а).
где  и V - сеточные функции приближенного решения, полученные в результате замены точных значений  и  , соответственно.
В уравнении (8.23) пять неизвестных на (п+1)-м шаге по времени: . Перепишем (8.23) в следующем формализованном виде
где  - постоянные коэффициенты. Запись (8.24) можно упростить
        (8.25)
где в индексе " " для А и  подразумеваются 4-е точки сетки: 1-, 2-, 3-, 4-.
По аналогии с (8.25) можно аппроксимировать уравнение Навье--Стокса по оси у (разностная сетка рис. 8.6б):
         (8.26)
Уравнения движения (8.25) и (8.26) можно решить относительно и V только в том случае, если задано поле давления. Если при решении использовалось неверное поле давления, то поля скоростей и и V не будут удовлетворять уравнению неразрывности. Поэтому идея при расчетах заключается в следующем: из уравнений (8.25) и (8.26) находятся  и  (ориентировочные значения  и ) при приближен​ном значении давления , а из уравнения неразрывности выражаются поправки к давлению  . Теперь, зная поправки  , можно найти истинное значение поля давления и «затем, истинное поле скоростей.
В соответствии с этой идеей запишем уравнения (8.25) и (8.26) через и .

(8.27)
        (8.28)
Теперь считая, что
вычтем почленно из (8.25) уравнение (8.27), а из (8.26)-уравнение (8.28). Получим:
Примем, что поправки к скорости в узлах, отличных от цент​ральной точки контрольного объема, малы и их можно отбросить. Получим
Отсюда получаются, так называемые, поправочные Формулы для скорости
где 
где
Таким образом,

(8.29)

(8.30)
Поправки давления ( ) попытаемся найти из уравнения неразрывности. Для этого преобразуем уравнение неразрывности (8.3) в уравнение для поправки давления. Разностная сетка для аппрок​симации уравнения неразрывности показана на рис. 8.7.
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Рис. 8.7. Разностная сетка для аппроксимации уравнения неразрывности
Уравнение (8.3) в конечно-разностном виде для заштрихованного объема (рис. 8.7) записывается как
Подставим в (8.31) выражения, подобные (8.29) и (8.30). Получим:
В этом уравнении неизвестными являются т.к.;  - константы, а  и  - скорости, определяемые из уравнений движения (8.27) и (8.28).
Уравнения, подобные (8.82), записываются для всех внутренних узлов расчетной области. На границе замкнутого объема принимают  =0, если задано давление на стенке или выражают   из

(8.33)
если задана скорость на границе. Отсюда

(8.34)
т.к. . В выражениях (8.33) и (8.34),  - номер узла на грани​це замкнутого объема.
Система уравнений, записанных для внутренних и граничных узлов, решается одним из стандартных методов (метод исключения Гаусса и т.п.) относительно .
Алгоритм расчета с использованием шахматной сетки и поправоч​ных формул для скорости и давления был разработан профессором Миннесотского университета С. Патанкаром /11/ в 1970г. под именем SIMPLE (простой-англ.). Алгоритм включает в себя следующие действия:
Задание поля давления - .

Решение уравнении движения (8.27). (8.28) относительно  и .

Решение уравнения неразрывности (8.32) относительно поправки
давления -  .

Расчет нового приближения по давлению и скоростям

б. Представление " ", как нового " ", и повторение вычислений, начиная с п.2 до тех пор. пока не будет выполняться условие
, где  - наперед заданная погрешность вычисления.
8.3.1. Экономичный алгоритм Патанкара

Экономичный алгоритм решения многомерных задач движения в переменных "скорость-давление" был разработан С. Патанкаром в 1979 году на основе алгоритма SIMPLE. Необходимость разработки нового метода связана с тем. что алгоритм SIMPLE требовал довольно иного итерации для получения результата с требуемой точностью. Кроме того, основной объем итераций связан с получением сходящегося поля давления, тогда как поле скоростей сходится быстро. Экономичный алгоритм немного сложнее, чем SIMPLE, но обеспечивает быстрое получение улучшенного поля давления.
Экономичный алгоритм основан на той же шахматной разностной сетке (рис. 8.6) и той же аппроксимации уравнения Навье-Стокса (8.23), как и SIMPLE. Поэтому опустим ранее сделанные промежуточ​ные выкладки и сразу запишем уравнение движения в формализованном виде через неизвестные скорости по оси х (8.25)
Отсюда выразим :
        (8.35)
или

(8.36)
где  - так называемая, псевдоскорость. Она определяется скорос​тями в близлежащих узлах и, что важно, не зависит от давления. Аналогично по оси у:
         (8.37)
Далее, подставим и  в уравнение неразрывности, причем используем ту же разностную сетку, что и в SIMPLE (рис. 8.7). Получим

(8.38)
или
С использованием уравнения (8.33) легко находятся неизвестные значения давления: . Для этого составляется система линейных алгебраических уравнений, подобных (8.38) для всех точек замкнутого объема,
Уравнение для давления (8.39) почти аналогично уравнению для поправки давления (8.32), но. в отличие от него, не вводятся допу-
щения ( ). Таким образом, если получим достаточно точное
поле скоростей, то сразу получим и точное поле давления.
Экономичный алгоритм Патанкара состоит из следующих этапов:
Задание поля скоростей  и V.

Расчет поля псевдоскоростей  и .   
Определение поля давления из уравнения сплошности (8.39).

Рассчитанное поле давления принимается за начальное -  и
решаются уравнения движения по осям  и у (8.27-8.28) относительно
и 

Определение поправки к давлению  из уравнения неразрывности
(8.32).

Корректировка поля скоростей

7.
Повторение вычислений, начиная с п.2, до тех пор, пока не будет
достигнута требуемая точность определения полей скоростей и
давления.
9. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ЛУЧИСТОГО ТЕПЛООБМЕНА В РАБОЧЕМ ПРОСТРАНСТВЕ ПЕЧИ

Задачи теплообмена излучением в общем случае описываются интегро-дифференциальным уравнением переноса теплоты. Такое уравнение довольно сложное и аналитически может быть решено только в самых простейших геометрических системах. Обычно при расчете теплообмена излучением используются численные методы, подразумевающие разбиение конкретной геометрической системы на ряд конечных участков или элементов, называемых зонами. Поэтому численные методы расчета излучения получили название зональных методов. Ориентируясь на численный метод расчета, при составлении математической модели сразу проводят разбиение системы на зоны, минуя стадию описания теплообмена в интегро-дифференциальном виде. Математическая модель теплообмена излучением представляет из себя систему алгебраических уравнения теплового баланса, записанных для каждой зоны. При составлении модели печи приходится оперировать следующими ос​новными величинами: температуры, тепловые потоки и тепловыделения.
В зависимости от того, какие величины являются заданными, а какие неизвестными, различают прямую, обратную и смешанную постановки задачи. Прямая задача: заданы температуры всех зон, надо найти тепловые потоки и (или) тепловыделение по зонам. Обратная задача: заданы тепловые потоки и (или) тепловыделение по зонам, надо найти распределение температуры по зонам. Смешанная задача: для одних зон заданы температуры, для других – тепловые потоки и (или) тепловыделение. Надо найти для одних зон неизвестные тепловые потоки и (или) тепловыделение, а для других – температуры.
Наиболее простыми задачами теплообмена излучением являются стационарные задачи с диатермичной средой. Сложными являются нестационарные задачи с учетом селективности излучения газов и наличием рассеивания.
Согласно зональному методу температура, тепловые потоки, тепловыделение в пределах зон принимаются постоянными. Кроме этих величин, постоянными принимаются рассеивающие, излучательные и поглощательные свойства зон. Для простоты изложения последующего материала условимся, что поглощательная способность "а" равна излучательной способности (степени черноты) тел "(":

а = (,
а отражательная способность "r" выражается через степень черноты следующим образом:

r = 1 - (.
Последние два равенства являются приближенными, но часто используемыми в расчетах из-за недостатка справочных данных по поглощательной и отражательной способности тел. Таким образом, в дальнейшем из радиационных свойств будем оперировать только степенью черноты.
9.1. Зональный метод расчета стационарного теплообмена в системе тел с диатермичной средой

Для определенности рассмотрим двумерную замкнутую систему тел (печь), как показано на рис. 9.1. Разобьем профиль печи на N зон, в пределах которых температуры, тепловые потоки и степени черноты считаем заданными (прямая задача). Требуется рассчитать результирующие тепловые потоки по зонам.
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Рис. 9.1. Замкнутая геометрическая система тел
Для избегания путаницы в названиях различных видов тепловых потоков дадим их определение для i-й зоны [15]:
1. Поток собственного излучения
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где 
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 – степень черноты i-й зоны; 
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2. Поток отраженного излучения
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где 
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 – поток падающего излучения на i-ю зону.
3. Поток поглощенного излучения
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4. Поток эффективного (исходящего [13]) излучения
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5. Поток результирующего излучения
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или
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Основное отличие классического зонального метода от подобных методов в том, что он оперирует эффективными потоками и для его реализации больше подходит выражение (9.6) для расчета результирующих потоков. Основная задача: как связать 
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где 
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поток падающего излучения с j-й зоны на i-ю зону.
В этом случае
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и
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Здесь 
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 и 
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 можно отнести к справочным данным. В сложных геометрических системах (плавно изогнутые поверхности, произвольная ориентация поверхностей в пространстве и т.п.) Г.У.К. рассчитывают с использованием вероятностного метода Монте-Карло [12, 13]. К недостаткам метода можно отнести довольно значительную погрешность – 3-5 %, неэкономичность при попытке достичь приемлемой точности. Главное достоинство метода, которое доминирует над всеми недостатками – универсальность. В простых геометрических системах (взаимно параллельные и перпендикулярные плоские поверхности и т.п.), примером которых является рабочее пространство большинства промышленных печей, можно пользоваться стандартными аналитическими формулами [13, 14 и др.] для расчета Г.У.К.
Проанализируем выражение (9.9). Для определения 
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или
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Если уравнение (9.11) записать N раз, т.е. для каждой зоны, то получим систему из N линейных алгебраических уравнения относительно N неизвестных 
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 (Г.У.К.) рассчитываются предварительно, т.к. Г.У.К. зависят только от геометрии системы. 
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 также определяются предварительно, т.к. поток собственного излучения не зависит от 
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, а зависит от температуры (9.1). Поэтому, систему уравнений типа (9.11) можно записать в матричной форме
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где А – матрица коэффициентов перед 
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 размером N х N; В – столбец-матрица свободных членов.
Элементы матрицы "А" вычисляются по формулам



[image: image465.wmf](

)

ii

i

ji

1

a

j

×

e

-

=

.
(9.13)
за исключением коэффициентов главной диагонали матрицы:
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Элементы матрицы "В" будут равны:
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Система (9.12) может быть решена одним из стандартных методов (метод исключения Гаусса и др.). Однако при многовариантных расчетах в одной и той же геометрической системе наиболее экономичным является метод обращения матрицы, Это связано с тем, что в расчетах изменяемой величиной обычно является температура, а матрица "А" не зависит от температуры. Согласно этому методу вычисляется, так называемая, обратная матрица
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элементы которой обозначим через 
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С учетом (9.16) из выражения (9.12) в явном виде определяется поток эффективного излучения для любой зоны "j".
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или
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Найденные таким образом 
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 подставляются в выражение (9.9) для определения 
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. На этом заканчивается решение прямой задачи излучения зональным методом, т.е. задачи нахождения результирующих тепловых потоков при известных температурах зон.
Обратная и смешанная задачи излучения решаются почти аналогично прямой задаче, но с небольшими отличиями. Эти задачи предполагают, что известны потоки результирующего излучения 
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 по отдельным или по всем зонам. Поэтому, в уравнения теплового баланса этих зон для определения 
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Это выражение можно представить в виде
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При решении чисто обратной задачи излучения требуется решать систему из N уравнений, подобных (9.20) с N неизвестными 
[image: image481.wmf]эф
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. При решении смешанной задачи система включает уравнения (9.11) для зон, на которых задана температура, и уравнения (9.20) для зон, на которых заданы потоки результирующего излучения. Полученная система уравнений наиболее эффективно решается методом обращения матрицы.
После того, как найдены потоки эффективного излучения 
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 по зонам (обратная и смешанная задачи), можно определить температуру этих зон. Для этого сначала вычислим 
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Теперь из (9.1) вычисляется 
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На этом заканчивается решение обратной и смешанной задач излучения.
9.2. Резольвентно-зональный метод расчета лучистого теплообмена в замкнутой системе тел

Сразу оговоримся, что название "резольвентно-зональный метод"[16] не является общепринятым. В литературе встречаются и другие названия: "обобщенный зональный метод"[13], "резольвентный зональный метод"[2] и др.
Метод был разработан Ю.А. Суриновым в 1959 году. Этот метод имеет несомненные преимущества перед классическим зональным методом:
а) предполагает отказ от рассмотрения эффективного излучения, как промежуточной вычисляемой величины и напрямую связывает результирующее излучение и температуры отдельных зон замкнутой системы;
б) позволяет единообразно описывать теплообмен не только между поверхностными, но и объемными зонами;
в) позволяет использовать одни и те же уравнения для решения прямой и обратной задачи излучения.
При рассмотрении резольвентно-зонального метода ограничимся двумерной пространственной областью, как показано на рис. 9.2.
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Рис. 9.2. Схема распространения излучения с зоны j на зону i с учетом отражения от соседних зон
Поток результирующего излучения определяется в соответствии с выражением (9.5)
Если в соответствии с зональным методом  находили в пропорции от 
        (9.24)
то в соответствии с резольвентно-зональным методом , находим в пропорции от 
       (9.25) где  - поток падающего излучения с зоны  на зону  с учетом многократных отражений излучения зоны  от остальных зон системы (рис. 9.2):  - так называемый, разрешающий угловой коэффициент (Р.У.К.).
В отличие от геометрического углового коэффициента Р.У.К. является оптико-геометрической характеристикой, т.к. кроме геомет​рических свойств системы учитывает многократные отражения /16/. Физический смысл Р.У.К. можно пояснить соотношением
т.е. Р.У.К. - это доля эффективного излучения зоны , попавшая на зону  с учетом многократных отражений от соседних зон, отнесенная к собственному излучению зоны . Р.У.К. может изменяться от нуля до бесконечности.
В системе тол с диатермичной средой Р.У.К. определяется из системы уравнений
N
 (9.27) Таким образом, система уравнений включает  уравнений с неизвестными. При большом числе зон ( 100-200) система уравнений получается огромной и поэтому в процессе ее решения велика вероятность получения значительной вычислительной погреш​ности определения . В этом один из основных недостатков резольвентно-зонального метода по сравнению с зональным методом. Систему уравнений можно уменьшить почти вдвое, если использовать свойства Р.У.К.:
а)свойство взаимности

(9.28)
б)свойство замыкаемости
Свойство взаимности позволяет рассчитывать из системы уравне-ний (9.27) только половину разрешающих угловых коэффициентов, а остальную половину определить, используя соотношение (9.29). Поскольку при решении системы уравнений неизбежно появляется вычислительные погрешности (в результате округлений чисел), то в дальнейшем, используя свойство замыкаемости (9.29), проверяют и уточняют .
Теперь вернемся к рассмотрению уравнения (9.23), определяю​щего . Подставим в (9.23) выражение (9.25). Получим
        (9.30) Это основное расчетное уравнение. Его можно преобразовать через температуры зон в виде
       (9.31)
или
        (9.32)
где А  - так называемые, коэффициенты радиационного обмена /7/.
Уравнение (9.32) наиболее часто используется при описании процессов лучистого теплообмена.
Если резольвентно-зональным методом решать прямую задачу излучения, то это делается элементарно по уравнению (9.32) при заданных температурах зон т. и при определенных .
Немного сложнее решать обратную и смешанную задачи. Для этого надо составлять систему из  линейных уравнения с  неизвестными. В этих уравнениях для зон с известными потоками результирующего излучения неизвестными являются температуры зон в четвертой степени (уравнение (9.32)) или потоки собственного излучения (уравнение (9.30)).
На практике редко решаются задачи чисто лучистого теплообмена в описанных выше постановках. Обычно приходится решать задачи сопряженного теплообмена, когда в балансовых уравнениях зон включаются слагаемые, характеризующие конвекцию и теплопровод​ность. Например, для зон кладки печи, с учетом того, что

уравнение (9.32) трансформируется к виду
    (9.34)
где  - коэффициент теплопередачи через кладку:  - темпера​тура окружающей среды за пределами рабочего пространства;  --температура продуктов горения в печи:  - коэффициент теплоотдачи от продуктов горения к зоне кладки.
Если неизвестны температуры зон. а известна, например, (обратная задача), то система уравнений типа (9.34) является нелинейной. Нелинейность возникает из-за того, что температура присутствует в (9.34) одновременно в первой и в четвертой степени. Наиболее эффективными методами решения полученной системы нелинейных уравнений признаны метод Ньютона и его модификации (метод Ньютона-Канторовича и др.)/17/, т.е. известные стандартные методы. Специальных методов, которые бы учитывали специфику уравнения (9.34), пока не разработано.
10. ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 3-ГО УРОВНЯ СЛОЖНОСТИ НАГРЕВАТЕЛЬНЫХ ПЕЧЕЙ

Хорошая, добротно сделанная математическая модель 3-го уровня сложности состоит из набора макро- и микромодулей. Вид и объем макромодулей обычно зависит от типа печи, для которой создается модель. Стандартный же набор микромодулей известен. В него могут входить: расчет полного и неполного горения топлива, расчет угара металла, расчет коэффициентов поглощения и степеней черноты газов, расчет геометрических, обобщенных и разрешающих угловых коэффи​циентов, расчет процессов распространения тепла в телах простой формы при граничных условиях 1-го, 2-го и 3-го рода и некоторые другие. Многие из этих модулей уже разработаны, но не всегда могут быть использованы из-за программной или машинной несовместимости.
В отличие от моделей 2-го уровня, модели 3-го уровня сложнос​ти фактически имеют более сложный суперблок "Тепломассообмен", основанный на решениях дифференциальных уравнений или на решениях систем нелинейных алгебраических балансовых уравнений. В дальней​шем рассматриваем только этот суперблок на примере печи с шагающим подом.
10.1. Математическая модель сопряженного теплообмена в печи с шагающим подом

Современные печи с шагающим подом применяются на сортовых и проволочных станах для нагрева заготовок сечением от 80 до 150 мм и длиной до 12 метров. Обычно такие печи оборудованы сводовыми плоскопламенными горелками. Схема такой печи приведена на рис. 10.1.
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Рис. 10.1. Схема печи с шагающим подом
Как видно из рисунка, печь имеет простую геометрическую форму в виде параллелепипеда. Поэтому в такой конструкции с наибольшей эффективностью могут быть применены численные методы расчета и, в частности , резольвентно-зональный метод расчета лучистого тепло​обмена. Согласно этому методу, рабочее пространство печи разбива​ется на ряд объемных и поверхностных зон. в пределах которых температура и плотность тепловых потоков принимаются постоянными, Ориентировочная схема разбивки рабочего пространства печи на зоны дана на рис. 10.2.
При использовании зональных методов не надо записывать интег-родифференциальное уравнение переноса лучистой энергии, а можно сразу переходить к записи в виде баланса теплоты для каждой зоны. Принципиальные отличия существуют в записи балансов для зон газа, для зон кладки и для зон металла. По сути, математическая модель состоит из системы уравнений теплового баланса этих зон.
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Рис. 10.2. Схема разбивки рабочего пространства печи на зоны
Балансовое уравнение для объемной зоны " ( ): Балансовое уравнение для  поверхностной зоны кладки:
Балансовое уравнение для -й поверхностной зоны металла:
  (10.3)
В  системе   (10.1-10.3)  использованы  следующие обозначения:
 - всего число зон в печи; М - число объемных зон; - поток падающего излучения с -й зоны на - поток собственного излучения -а зоны;  - число поверхностных зон, контактирующих с выделенной объемной зоной, - конвективный поток теплоты от поверхностных 1-х зон на  объемную, - физическое тепло продуктов горения, входящее и выходящее из зоны " "- хими​ческая теплота топлива, сжигаемого в -й зоне;  и - теплота химического недожога топлива, выносимая и вносимая в зону "продуктами горения; - физическая теплота подогрева воздуха, подаваемого на горение в -ю зону,  потери теплоты из объемной зоны " (излучение через окна, выбивание через неплотности и т.п.);  конвективный поток теплоты от объемной зоны 1. примыкающей к -й поверхностной зоне; --тепловой поток через футеровку в  зоне, тепловой поток, поглощаемый металлом в -й зоне: - теплота экзотермических реакций в  зоне;  - потери теплоты через подину в  зоне. После того . как балансовые уравнения составлены для всех зон, они образуют систему из  алгебраических уравнений с ( ) неизвестными, т.к. искомыми характеристиками обычно являются расходы топлива  для " " объемных зон и (или) температуры Г всех " " зон, входящие в выражения для тепловых потоков. Например,
расходы топлива входят только в . Система нелинейных уравнений (10.1-10.3) решается методом Ньютона. Поскольку число неизвестных больше числа уравнений, то некоторыми параметрами задаются. Чаще всего задаются распределением расхода 'топлива по зонам и находят температуры всех зон решением системы уравнений. Но можно задаться и, допустим, температурой поверхности металла по длине печи. Тогда искомыми параметрами будут расходы топлива и температуры зон кладки. В этом случае есть опасность получения абсурдных результатов, например, < 0. В каждом конкретном случае выбор известных исходных параметров зависит от удобства работы с моделью.
10.2. Алгоритм расчета теплообмена по модели

Общую схему решения задачи сопряженного теплообмена при известном температурном режиме нагрева можно представить в виде блок-схемы (рис. 10.3). Температурный режим нагрева представлен среднемассовыми температурами металла. Что касается блоков расчета степени черноты продуктов горения и расчета угловых коэффициентов, то пояснения по ним даны в разделах 10.3 и 10.4. Здесь же дадим пояснения по блокам 7, 8. 9.
Поскольку в качестве исходных данных заданы среднемассовые температуры металла по зонам, то тепловые потоки на металл (блок 7) находятся из уравнений
где среднемассовые температуры металла на входе и на выходе из зоны :  и - удельная теплоемкость металла:  -производительность печи;  - площадь теплообменной поверхности;  - средний тепловой поток в -й зоне.
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Рис. 10.3. Блок-схема расчета печи при заданном графике нагрева металла
Блок 8 (расчет температуры по сечению заготовки) должен вклю-чать численное решение дифференциального уравнения теплопровод​ности при Г.У. 2-го рода. Полученная в результате этого темпера​тура поверхности металла усредняется в пределах зон нагрева. Если не требуется большая точность расчета температуры по сечению материала, то можно применить упрошенные выражения типа /7/
где  толщина окалины и металла;  - коэффициент теплопроводности окалины и металла;  - коэффициент массивности тела (для пластины 1/3).
Из уравнения (10.5) находится температура поверхности металла
 при = 1.2
М. Найденные значения  используются для
решения системы нелинейных балансовых уравнения (10.1-10.3) относительно расходов топлива по зонам В. и относительно темпера​тур объемных зон и зон кладки (блок 9).
Если в качестве исходных данных (блок 1) заданы температуры поверхности металла по зонам, то в блок-схеме рис. 10.3 необходимо вместо 7-го и 8-го блоков включить блок "Расчет температуры по сечению заготовки при граничных условиях 1 рода с определением . В этом блоке подразумевается использование численного мето​да (метод конечных разностей и др.) для решения уравнения тепло​проводности. Других принципиальных изменений в блок-схеме нет.
Если заданы расходы топлива по зонам, то блок-схема будет сложнее (рис.10.4). Недостаток ее по сравнению с блок-схемой рис. 10.3 в наличии двух глобальных итерационных циклов. Преиму​щество расчетов по блок-схеме рис.10.4: гарантированное получение физически верных результатов. В случае, если в исходных данных вводится распределение температуры газа по зонам (блок 1), то в блоке 7 система балансовых уравнения решается относительно температуры кладки, расходов топлива и  . В остальном изменения несущественны.
10.3. Расчет коэффициентов поглощения и степеней черноты продуктов горения

Одним из наиболее сложных модулей модели печи является расчет характеристик атмосферы печи, главным образом, из-за селективного характера излучения газа. Слово "селективное" употребляется здесь
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Рис. 10.4. Блок-схема расчета печи при известных расходах топлива
в значении "избирательное". Т.е. газ излучает (и поглощает) тепло​ту в определенных интервалах длин волн .
Для расчета селективной степени черноты и коэффициента погло​щения существует ряд методик. Из них хорошие результаты дает
экспоненциальная модель широкой полосы Эдвардса /8/. В соответ-ствйи с этой моделью весь спектр излучения разбивается на ряд участков, в пределах которых спектральный коэффициент поглощения рассчитывается по определенной формуле

(10.6)
где индекс " " - номер полосы спектра:  - плотность газа; -эффективная длина луча;  - давление газа.
Средняя степень черноты в пределах -й полосы рассчитывается
по формуле
где   - интенсивность излучения абсолютно черного тела.
Интегралы в выражении (10.7) берутся численными методами (метод прямоугольников, метод Симпсона и др.).
Средний коэффициент поглощения для -й полосы определяется через известное значение 
С сожалением можно констатировать, что во многих моделях 3-го уровня сложности не учитывается селективный характер излучения
газа.
10.4. Расчет угловых коэффициентов

В разделе 9.2 был рассмотрен резольвентно-зональный метод расчета лучистого теплообмена применительно к системе излучающих тел с диатермичной средой. В данной математической модели объемные зоны является излучающими и поглощающими. Это заставляет ввести, наряду с геометрическим угловым коэффициентом  и разрешающим угловым коэффициентом , еще и понятие обобщенного углового коэффициента . Он учитывает промежуточное поглощение газом излучения, проходящего между отдельными зонами, и, в простейшем случае, может быть найден, как
где -коэффициент поглощения: - среднее расстояние между зонами  и .
С введением  немного изменится выражение (9.27) для
расчета 
     (10.10)
В системе тел с радиационно-активной средой коэффициент г.. имеет название: разрешающий обобщенный угловой коэффициент.
11. ПРОВЕРКА АДЕКВАТНОСТИ И АДАПТАЦИЯ МОДЕЛЕЙ

В процессе создания и реализации любой математической модели несколько раз приходится проверять ее пригодность к использованию и достоверность получаемых результатов. Можно выделить 3-и этапа проверки :
а)
после создания логической блок-схемы;
б)
после создания отдельных модулей (подпрограмм):
в) после создания объединенной программы.
На стадии (а) проверяется логичность связей в блок-схеме, правильность используемых уравнений и размерности всех величин, входящих в эти уравнения.
На стадии (б) тестируются отдельные модули (подпрограммы), представляющие собой небольшие самостоятельные части программы. При этом проверяется соответствие результатов уже известным данным. Полезным является составление диагностических тестовых программ, представляющих крайне упрощенные модели (эмпирическое уравнение или, в крайнем случае» примерное значение выходного параметра). Таким образом, определяются модули, выдающие абсурдные результаты. На этой стадии нельзя вносить в модули поправочные или уточняющие коэффициенты, Вердикт по этим частям программы может быть одним из двух: годна программа для дальнейшего использования или нет.
На стадии (в) проверяется достоверность всей модели , вопло-ценной в виде программы. Это самая сложная стадия, которой и посвящен материал этого раздела.
При работе с математическими моделями надо осторожно подхо-дить к оценке результатов. Следует запомнить в виде постулата, что ни одна, сколько-нибудь сложная модель, не даст в чистом виде. т.е. без подгонки, результатов, совпадающих с экспериментом.
Соответствие расчетных и экспериментальных данных оценивают по допустимому расхождению. В этом случае говорят об адекватности расчетных . данных экспериментальным. Если модель неадекватно отражает реальные процессы, зафиксированные в эксперименте, то необходимо провести процедуру адаптации модели по достоверным дан-ным. Русским аналогом слову "адаптация" является "приспособле​ние". В идеальном случае адаптационный алгоритм закладывается в самой программе. На практике получается, что процедура адаптации является кропотливым творческим процессом, при котором трудно рекомендовать единообразный подход к моделированию печей различных конструкций. Технически процедура адаптации заключается в поиске подгоночных или настроечных коэффициентов для отдельных характе-ристик печных процессов, которая обеспечит адекватность расчетных данных экспериментальным по основным технологическим параметрам (температура металла, температура продуктов горения, расходы топлива и т.п.).
Кроме входных и выходных переменных модель теплообмена в обязательном порядке включает вспомогательные параметры, которые были определены кем-то ранее в результате экспериментальных иссле​дований (теплофизические свойства материалов, коэффициенты излуче​ния, коэффициенты теплоотдачи конвекцией и др.). Введение в модель настроечных коэффициентов, определяемых экспериментально для конк​ретной печи, эквивалентно уточнению значений этих вспомогательных параметров. По существу сами вспомогательные параметры или часть их являются настроечными коэффициентами, а процедура адаптации сводится к численному решению обратной задачи математической физики. Задачу определения настроечных коэффициентов можно также свести к обычной задаче составления эмпирического уравнения заранее заданной структуры.
Например, если решение задачи получено в явном виде, то наи​лучшие настроечные коэффициенты такой модели могут быть определены из условия минимизации целевой функции 
N
   (11.1)
где  - входная переменная (например/время и др.);  - вспомо​гательный параметр (или настроечный коэффициент);  расчет​ное значение технологического параметра (например, температура металла или др.): - экспериментально найденное значение того же параметра;  - число сопоставлений.  - число Запись (11.1) подразумевает использование метода наименьших
квадратов /17/ ЛЛЯ выполнения УСЛОВИЯ .
Если аналитического решения задачи нет или оно громоздко, то можно определять настроечные коэффициенты модели, используя методы оптимального планирования экстремальных задач/19/. В этом случае за поверхность отклика берется функция  (11.1), а за исходную точку варьирования вспомогательных параметров (теплофизические свойства, коэффициенты теплоотдачи) берутся наиболее достоверные значения из литературных данных.
Рассмотренные выше подходы позволяют найти настроечные коэф​фициенты при наличии одной целевой функции  (чаще всего связан​ной с температурой металла). Если из расчета по модели определяет​ся несколько технологических параметров, то нужно использовать обобщенные целевые функции, точно также как в задачах оптимизации, когда трудно выбрать один из нескольких возможных критериев опти​мальности. Например,
где  - весовой коэффициент, определяющий приоритет той или другой частной целевой функции:  и  - частные целевые функции, свя​занные, например, с температурой металла ж расходом топлива соот​ветственно.
Удобной и универсальной характеристикой при оценке адекват​ности является относительное средвеквадратическое отклонение
         (11.2)
где  - относительное отклонение
расчетного значения , исследуемого параметра (с учетом вве​денных ранее настроечных коэффициентов) от экспериментального при одинаковых условиях " " - число условий, при которых
сопоставляются  - математическое
ожидание относительного отклонения исследуемого параметра.
В выражении (11.2)  следует принять равным нулю, т.к. только в этом случае имеет смысл сравнивать результате введения настроечных коэффициентов должно быть в первую очередь обеспечено условие .
Величина  должна быть меньше некоторой наперед заданной малой величины "  ". Обычно для оценки температуры металла в процессе нагрева считают, что  должно быть от 0,5% до 2%, а для . оценки расхода топлива от 2% до 10% в зависимости от погрешности эксперимента. В этом случае модель будет адекватно описывать экспериментальные данные.
В большинстве задач расчета нагрева материала в печах удобнее производить оценку адекватности по величине дисперсии адекватности абсолютных значений параметров
где  - отклонение расчетного значения какого-либо технологического параметра от экспериментального при одинаковых условиях " " после проведения процедуры адаптации;
N
 - математическое ожидание отклонения параметра.
По тем же причинам, что и в (11.2), . Величина  должна быть связана с дисперсией эксперимента . Необходимо, чтобы Если  « , или  , то расчетные данные неадекватны экспериментальным данным. В такой ситуации возможны три выхода:
а)модель не годится для описания конкретного объекта и надо создавать новую более точную модель;
б) необходимо провести уточняющие эксперименты с меньшей пог-"решностыо замеров;
в) надо пересмотреть процедуру адаптации модели путем введения новых или исключения используемых настроечных коэффициентов.
Строго говоря, сравнение дисперсия  и  надо делать через -критерий Фишера/20/, который позволяет проверить гипотезу о равенстве дисперсий  и с заранее заданной надежностью. Тогда в результате проверки на адекватность ответ должен звучать так: "с доверительной вероятностью 90%(или 95%) и числе степеней свободы определения дисперсии адекватности =... и дисперсии эксперимента  = ... модель адекватна (или неадекватна) эксперименту".
Покажем процесс определения настроечных коэффициентов на примере камерной печи.
11.1. Математическая модель нагрева металла в камерной печи
Разберем последовательные этапы составления и адаптации математической модели. Для простоты примем, что металл. нагреваемый в печи конвекцией, является термически тонким телом.
Тогда процесс нагрева тела описывается следующей моделью

(11.3)
где коэффициент пропорциональности; - коэффициент теп​лоотдачи;  - коэффициент формы тела; - плотность тела; с- удель​ная теплоемкость тела; к- определяющий размер тела; т - темпера​тура продуктов горения в печи; т- температура тела; - время нагрева. Начальное условие

(11.4)
Считаем, что . Решение этой задачи относи​тельно температуры металла может быть получено аналитически путем интегрирования
        (11.5)
Отсюда

(11.6)
или
       (11.7)
Точность получаемых результатов (т) зависит от . Из них  и  могут быть заданы достаточно точно и проверены в процессе эксперимента.
Процедура адаптации легко может быть проведена с использова​нием соотношения (11.1) путем объявления комплекса вспомогательных параметров " " настроечным коэффициентом. Но поскольку, как было сказано, процесс адаптации является творческим процессом, дадим другие более простые алгоритмы.        
Для адаптации нашей модели можно предложить два алгоритма:
а)на основе непосредственного замера температуры нагреваемого ела термопарами в течение одного периода нагрева;
б) на основе замеров температуры металла в конце нагрева (при выдаче) на нескольким заготовках.
11.1.1. Процедура адаптации по результатам замера температуры в процессе нагрева

Эта процедура применяется в том случае, когда необходимо обеспечить регламентированный график изменения температуры металла в процессе нагрева, например, при термообработке металлических изделий.
Адаптация возможна при наличии экспериментальных и расчетных данных, полученных при одних и тех же условиях. Пример таких сопоставимых данных для адаптации рассматриваемой математической модели (11.3) приведён на рис. 11.1.
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Рис. 11.1. Изменение температуры металла в процессе нагрева:  - экспериментальные и расчетные значения температура металла;  - температура продуктов горения в печи
Что вполне естественно, в данном случае (рис. 11.1) результаты расчета и эксперимента не совпадают. Можно допустить, что различие в температурах  и  связано с нашим недостаточным знанием коэффициентов  и следовательно " ". Поэтому объявляем настроечным коэффициентом коэффициент " " и попытаемся его найти из условия получения требуемого значения дисперсии адекватности          (11.8)
где  - число сопоставительных точек (интервалов по времени) на кривой изменения температуры во времени.
Число интервалов по времени , на которые делится общее время нагрева т. должно быть достаточно велико и продолжительность этих интервалов должна быть примерно одинаковой. Только в этом случае можно просто и корректно сопоставить  и .
Проще всего можно найти " " подбором, задаваясь рядом 
0=1,2,3
). Каждому значению   будет соответствовать 
значений  ;
 (11.9) Далее определяется  по (11.8) и строится зависимость , как показано на рис. 11.2.
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Рис. 11.2. Зависимость дисперсии адекватности  от настроечного коэффициента 
Зависимость (рис. 11.2) имеет экстремум, т.е. какому-то значе- соответствует минимальное значение дисперсии адекватности . Если неизвестна дисперсия эксперимента, или она немного  ( на рис. 11.2), то значение  принимается за настроечный коэффициент математической модели (11.3-11.4). Если дисперсия эксперимента ( больше , то за настроечный
коэффициент принимается  или  (рис. 11.2), в зависимости от того, которое из них полнее обеспечивает примерное равенство

(11.10)
Недостатки рассмотренной процедуры адаптации: а) необходимость проведения эксперимента с непрерывным замером температуры ме​талла; б) привязка настроечных коэффициентов к одному эксперименту.
Достоинство: возможность прогноза с высокой степенью досто-вервости температуры металла в процессе нагрева.
11.1.2. Процедура адаптации на основе замеров температуры металла в конце нагрева

Адаптация математической модели (11.3-11.4) на основе замеров температуры металла в конце нагрева (выдача из печи) проводится в том случае, когда необходимо прогнозировать точный нагрев металла. Например, деформационная обработка титановых сплавов и заготовок из быстрорежущих марок сталей проходит в очень узком температурном диапазоне и для них применяется технологические режимы точного нагрева. Кроме того, такая процедура адаптации проводится в случае, если невозможно осуществить замеры температуры металла в процессе нагрева.
Допустим, что у нас есть техническая возможность замера тем​пература металла в конце нагрева ( ), т.е. при выдаче металла из печи. Для замеров может быть использован, например, стационарный оптический пирометр. Если в течение длительного времени снимаем данные, то получим набор из М точек
      (11.11)
где  - время нагрева -Й заготовки.
Каждой точке соответствует свой коэффициент прспорциональ​ности " ", выражаемый из (11.6)
(11.12)
Этот массив  усредняем

(11.13)
и величину  объявляем настроечным коэффициентом.
Дисперсия отклонений расчетных данных от экспериментальных в конце нагрева равна
Если  соответствует дисперсии эксперимента или , то модель адекватна экспериментальным данным. Здесь  - малая величина, имеющая смысл допустимой погрешности.
Недостатки рассмотренной процедуры адаптации: а)достаточно на​дежные экспериментальные данные получаются в течение длительных наблюдений; б)нельзя достоверно судить о температурном режиме нагрева металла в печи.
Достоинство: простота реализации процедуры.
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