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 ВСТУП 

 

 Навчальний посібник структурований за модульним принципом. Перша 

частина охоплює матеріал курсу  дисципліни «Вища математика», що за існую-

чими програмами викладається в першому семестрі. Вона містить повний лек-

ційний курс, детально розв’язані типові задачі та приклади, певну кількість 

ретельно підібраних задач для самостійної роботи, а також зразки білетів залі-

кових модулів: №1- лінійна алгебра, №2 – векторна алгебра та її застосування, 

№3 – аналітична геометрія на площині, №4 – аналітична геометрія у просторі. 

 

1. МОДУЛЬ 1.  ЛІНІЙНА АЛГЕБРА 

 

1.1.  Визначення матриці. Окремі види матриць 

 

 Означення 1.  Матрицею розмірів m  на n  називається сукупність nm   

чисел, які розміщені у вигляді прямокутної таблиці, що містить  m  рядків і  n  

стовпців. 

 Будемо записувати матрицю у вигляді 

 

                                      ,

a...aa

............

a...aa

a...aa

A

mn2m1m

n22221

n11211

  

 

або скорочено   n1,j  ,m,1i  ,aA ij  . Символи    або        ,   –  є симво-

лами матриці.  Числа ija ,  які утворюють дану матрицю, називаються її елемен-

тами. Перший індекс елемента вказує номер рядка, а другий – номер стовпця, 

на перетину яких знаходиться даний елемент. 

 Матриця, яка складається з одного рядка, називається  однорядковою ма-

трицею. Матриця, що має один стовпець, називається одностовпцевою. Мат-

риця, всі елементи якої дорівнюють нулю, називається нульовою матрицею і 

позначається через  0. 
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 Якщо кількість рядків матриці дорівнює кількості стовпців, то матриця 

називається квадратною. Квадратну матрицю, яка має n   рядків і  k  стовпців, 

називають матрицею  n го порядку. 

 Сукупність елементів квадратної матриці, які розташовані на лінії, що 

сполучає лівий верхній кут з правим нижнім, називається головною діагоналлю. 

Квадратні матриці, у яких відмінні від нуля лише елементи головної діагоналі, 

називаються діагональними матрицями. Діагональна матриця, у якої всі елеме-

нти діагоналі дорівнюють 1, називається одиничною матрицею и позначається 

буквою E . 

                                               

1  ...  0 0

............

0  ...  1 0

0   ...  0 1

E  . 

Матриця  T
ij

T
aA    називається транспонованою щодо матриці ijaA  , як-

що її елементи  ji
T
ij aa   (стовпці матриці A  є рядками матриці  TA ). Коли  

TAA  ,  то матриця  A  називається симетричною.  

 Дві матриці однакового розміру  ijij bB  ,aA   називаються рівними 

,BA   якщо  ijij ba   при всіх  j,i . 

 Скорочене позначення сум 

 У математиці часто трапляється сума великої кількості додатків 

,a...aaa n321   які відрізняються між собою тільки індексами. Для 

спрощення запису такої суми використовується символ  


n

1k

, після якого стоїть 

деякий вираз зі змінним індексом k . Цей символ означає суму таких виразів 

для всіх значень індексу  k  від 1 до n .  



n

1k
n21k a...aaa . Зауважимо, 

що вираз 


n

1k
ka  означає те саме, що й  



n

1i
ia , тобто змінний індекс можна поз-

начати довільною буквою. Скорочене позначення має прості властивості, які 

викликають з відомих властивостей  додавання, а саме: 

  1)   
 


n

1i

n

1i
ii acca ;                     2)    

  


n

1i

m

1i
i

n

1mi
ii n;m     ,aaa                                               



 5 

3)     i

n

1i
i

n

1i
ii

n

1i

baba 


  . 

 

1.2. Дії над матрицями 

 

 Нехай матриці  ijaA    і  ijbB   – одного розміру. Сумою  двох мат-

риць  A  та  B  називається   матриця  ,cC ij   елементи  якої  дорівнюють  

сумі відповідних елементів матриць  A  і  B , наприклад, 

                       .
ba

ba

ba

ba

b

b

b

b

a

a

a

a
C

2212

1212

2121

1111

22

12

21

11

22

12

21

11








  

 

 Добутком матриці  ijaA    на число    називається матриця, елементи 

якої отримуються із відповідних елементів матриці  A  множенням на число  , 

наприклад, 

                                  
22

12

22

11

22

12

21

11

a 

a 

a 

a 

a

a

a

a
 A








   . 

 

 Різницею матриць  A  і  B ,  BA   називається сума матриць  A  і B . 

Операції додавання матриць і множення на число мають такі властивості: 

1) ;ABBA   

2)     ;CBACBA   

3) ;A0A                                    

4)   ;0AA   

5)   B A BA   . 

 

Множення матриць 

 Добуток  BA   матриці  A  на матрицю B  визначається тільки за умови, 

що кількість стовпців матриці  A  дорівнює кількості рядків матриці B . 

 Наприклад, надані матриця A  розміру  nm   і матриця B  розміру  

pn : 

    ,bB   ,aA ijij   де   p1,k    ;n1,j   ;m,1i  . 
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  Добутком  AB  матриці  ijaA    та  jkbB  , записаних у визначеній 

послідовності  ( A перша,  B друга), називається матриця  ikcC  , елемен-

ти  ikc  якої визначаються за таким співвідношенням: 

               ,ba...babac nkink22ik11iik    де   p1,k    ;m,1i  . 

Отже, елементи матриці-добутку визначаються так:  елемент  ikc , який 

знаходиться на перетину  i го рядка  і  k го стовпця матриці  C , дорів-

нює сумі добутків елементів  i го рядка матриці  A  на відповідні елемен-

ти  k го стовпця матриці  B .    

 

                                         Матриця A                                                      Матриця B  

 

  

                                                                                                                                    

 

 

                              Рядок  i                                          Стовпець  k  

 

 

 

 

П р и к л а д                    

 

23221321

23121311

22221221

22121211

21221121

21121111

23

13

22

12

21

11

22

12

21

11

baba

baba

baba

baba

baba

baba

b

b

b

b

b

b

a

a

a

a














 

Відзначимо, що добуток двох прямокутних матриць – це прямокутна матриця, 

кількість рядків якої дорівнює  кількості рядків першої матриці, а кількість сто-

впців дорівнює кількості стовпців другої матриці. 

 З означення добутку матриць зрозуміло, що з можливості множення мат-

риці  A  на  B  не випливає можливість множення  B  на  A .  Так, в розглянуто-

му прикладі не можна утворити добуток  AB    тому, що кількість стовпців 

матриці  B  не дорівнює кількості рядків матриці  A . 

    ●     ●      ●      ● 

   ● 

  ● 

  ● 

  ● 
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 Добутки AB  і  BA  одночасно існують, якщо  A  і  B квадратні матриці 

одного і того ж порядку. 

 Відзначимо ще одну важливу властивість:  множення матриць не комута-

тивне, тобто для довільних матриць  A  і  B  порядку  1n      .BAAB   

 Приклад. 

 

                                 ,
0

1

2

1
A


         .

3

0

1

2
B   

Тоді  

                              ,
0

3

4

1
AB


         .

1

2

7

2
BA




  

Проте для матриці  A  та  B  можливо, що  ABBA  . Такі матриці назвемо 

переставними. Наприклад,  E  і  O  переставні з будь-якою матрицею того ж 

порядку. Маємо  O.OAAO      ,AEAAE   

 Множення матриць має такі властивості: 

1.     ;CBACBA   

2.      ;BABAAB    

3.   ;CBCABAC   

4.   ,BCACCBA   

де  C,B,A матриці, а  число. 

Приклад. 

Знайти  АВ та ВА, якщо це можливо де  

95

34

17

B,
23

81
A 


 .  

Розв’язок. Добуток  BA  не можливий, проте  

.

5822

2613

584

1840275

63294

25637













 AB  

 

1.3. Визначник матриці. Властивості визначників 

 

 Визначник  або детермінант квадратної матриці – це число, яке ставиться 

у відповідність матриці і може бути виражене через її елементи.  
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 Нехай дана матриця   

nn2nn1

242221

n112n

a...aa

... ... ... ... ...

a...aa

a...aa

A  . 

Визначник матриці A  будемо позначати  Adet  або   

                                           

nn2nn1

242221

n112n

a...aa

... ... ... ... ...

a...aa

a...aa

Adet  . 

 Означення 2. Детермінантом матриці  ijaA    n го порядку   1n   

називається число 

                                            k1k1
k1

n

1n

Ma1Adet




  , 

де  k1M детермінант матриці порядку  1n  , утвореної з матриці  A  викрес-

люванням першого рядка і  k го стовпця. 

 Число  k1M  називається мінором елемента  k1a  матриці  A . 

 Матриця порядку 1  складається з одного числа і її детермінант вважаєть-

ся таким, що дорівнює цьому числу. 

 Застосуємо введене означення визначника до матриць  2  і  3 порядків. 

Для матриці  

              
22

12

21

11

a

a

a

a
A   маємо  .aM   ,aM 21122211   Тому її визначник 

                                   .aaaa
a

a

a

a
Adet 21122211

22

12

21

11
  

Для матриці третього порядку 

                                            

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A   

                                          ,Ma1Adet K1k1
k1

3

1k





   

де             .
aa

aa
M       ,

aa

aa
M        ,

aa

aa
M

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11   
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Отож                      
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aAdet  

 

    .aaaaaaaaaaaaaaaaaa 332112322311312213322113312312332211   

 

Отриманий результат проілюструємо схемою. 

 

                                 (+)                              (−) 

                        ●      ●      ●                  ●      ●      ●                      

                        ●      ●      ●                  ●      ●      ●   

                        ●      ●      ●                  ●      ●      ●  . 

 

 Мінором  ijM  елемента  ija   матриці  A  називається детермінант матри-

ці, утвореної з матриці  A  викреслюванням  i го рядка та  j го стовпця. Ал-

гебраїчним доповненням  ijA  елемента  ija   матриці  A  називається добуток  

  ,M1 ij
ji

  де  ijM мінор елемента  ija . 

 Отже, детермінант  матриці – це число, яке дорівнює сумі добутків еле-

ментів першого рядка на їх алгебраїчні  доповнення, тобто 

                                              .AaAdet k1k1

k

1k




  

Можно показати, що 

                                        .n1,i    ,AaAdet ikik

n

1k

 


 

Доведемо властивості визначників для матриць другого порядку, але вони вірні 

для квадратних матриць любого порядку. 

 1.  При транспонуванні матриці значення її визначника не змінюється 

                                                 .AdetAdet
T  

 

Нехай   .
a a

a a
A

2221

1211
   Тоді  Adetaaaa

aa

aa
Adet 21122211

2212

2111T  . 
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 Внаслідок цієї властивості всі твердження, які будуть доведені далі, одна-

ково справедливі як для рядків, так і для стовпців матриці. 

 

 2.  При перестановці двох рядків (стовпців) матриці знак її визначника 

змінюється на протилежний, а його абсолютне значення не змінюється. 

Справді, 

                .
aa

aa
aaaaaaaa

aa

aa

2221

1211
2112221122112112

1211

2221
  

 

 3.  Визначник матриці, що має два однакові рядки (стовпця), дорівнює 

нулю. 

 Справді, якщо поміняти місцями ці два однакові рядки (стовпці), то ви-

значник не зміниться. З іншого боку, після перестановки двох рядків (стовпців) 

визначник міняє знак. Отже, маємо  .AdetAdet   Звідси випливає, що  

.0Adet   

 

4. Якщо всі елементи будь-якого рядка (стовпця) визначника мають спі-

льний множник  m , то його можна винести за знак визначника. 

  .
aa

aa
 maaaa mamaama

ama

ama

2221

1211
2112221121121211

2221

1211
  

 

5.  Якщо кожен елемент деякого рядка (стовпця) визначника є сумою 

двох додатків, то визначник можна подати у вигляді суми двох визначників за 

формулою 

                       .
aa

aa

aa

aa

aaa

aaa

2221

1211

2221

1211

222121

121111














 

Доводиться перевіркою. 

  

6.  Сума добутків елементів деякого рядка (стовпця) на їх алгебраїчні до-

повнення дорівнює визначнику, а сума добутків елементів деякого рядка (стов-

пця) на алгебраїчні доповнення елементів іншого рядка (стовпця) дорівнює 

нулю, тобто 

            









    j.i  якщо       0,  

j,i  якщо  ,Adet
Aa jkik

n

1k
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 7.  Визначник не зміниться, якщо до елементів деякого рядка (стовпця) 

додати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на деяке число 

 

            


2221

1211

2221

2221

2221

1211

2221

22122111

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aaaa 
 

 

                                          
2221

1211

2221

2221

aa

aa

aa

aa
  . 

 Властивості  6 і 8  дають можливість перетворити в нуль усі елементи ря-

дка (стовпця), крім одного, і тим самим звести обчислювання визначника  n  

го порядку до визначника    1n го порядку і т.д. 

П р и к л а д .  Обчислити визначник четвертого порядку 

                                            

3214

2143

1432

4321

 .  

Додамо до другого рядка перший, помножений на  -2;  до третього – перший, 

помножений на  -3,  а до четвертого – перший, помножений на  -4. Отримаємо 

                                           

131070

10820

7210

4321






  

Тепер розкладемо визначник за елементами першого стовпця 

                                           

13107

1082

721

1







 . 

Винесемо спільний множник елементів другого рядка і другого стовпця: 

                                         
1357

521

711

22







 . 
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У новому визначнику легко отримати нулі в першому стовці. Додамо перший  

рядок до другого, а до третього – перший, помножений на  -7. Тоді визначник 

набере вигляд:      

3620

210

711

4







 . 

Розклавши визначник за елементами першого стовпця, отримаємо 

                               .1604364
362

21
14 




  

 

2.   СИСТЕМИ  ЛІНІЙНИХ  РІВНЯНЬ 

 

 2.1.  Розв’язування систем лінійних рівнянь за правилом Крамера 

 

 Системою  n   лінійних рівнянь з  n   невідомими  ― це система вигляду 

                             





















.bxa...xaxa

,bxa...xaxa

,bxa...xaxa

nnnn22n11n

2nn2222121

1nn1212111

                                       (2.1) 

 Коефіцієнти  ija   при невідомих  jx   n,1j   називаються коефіцієнтами 

системи і мають два індекси. Перший індекс вказує порядковий номер рівнян-

ня, в якому знаходиться цей коефіцієнт, другий індекс – номер невідомого, біля 

якого стоїть цей коефіцієнт. Величини   n,1ibi    називаються вільними чле-

нами. Сукупність чисел  0
n

0
2

0
1 x,...,x,x  називається розв’язком системи, якщо 

заміна  jx  на  0
jx  перетворює кожне рівняння на тотожність. Система, яка має 

розв’язок, називається сумісною, а коли не має його – несумісною. Система з 

одним розв’язком – визначена система. Система з нескінченною кількістю 

розв’язків – це система невизначена. 

 Перейдемо до розв’язку системи рівнянь. Розв’яжемо спочатку систему 

двох лінійних рівнянь з двома невідомими. 

                                         








.byaxa

byaxa

22221

11211
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Помножимо перше рівняння на  ,a22  друге на   12a  і додамо перше до дру-

гого. 

                             









21222121221

22122122211

bayaaxaa

abyaaxaa
 

                              .baabxaaaax 21222112212211   

Одержимо 

                             .

aa

aa

ab

ab

aaaa

baab
x

2221

1211

222

121

12212211

212221 



         

Позначимо   
2221

1211

aa

aa
  визначник системи, який складається із коефіцієн-

тів при невідомих;     
222

121
x

ab

ab
   визначник, який отримуємо із визначника 

системи  ,   замінивши в ньому  1-й  стовпець стовпцем із вільних членів. Тоді,  

.x x




          

 Аналогічно,          .

aa

aa

ba

ba

y

2221

1211

211

111

y





        

Формули  






 yx y   ,x   називаються формулами Крамера. 

 При розв’язку системи можливі наступні випадки: 

 

1. Якщо  ,0  то система має розв’язок  (сумісна). С геометричної точки  

     зору, прямі, які є графіками рівнянь перетинаються в одній точці. 

2.  Якщо ,0  а 0x ,  або  0y  ,  або  0x   і  0y  , то система не має 

розв’язку  (несумісна). Прямі паралельні. 

3. Якщо  ,0   ,0  ,0 yx    то система невизначена, вона має нескінченну            

     кількість розв’язків.  Прямі зливаються. 

Систему трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими 
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3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

можна розв’язати за допомогою формул Крамера 

  ,z  ,y  ,x
zyx












   де   

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 визначник системи,  

 

             ,

aab

aab

aab

33323

23222

13121

x       ,

aba

aba

aba

33331

23221

13111

y       .

baa

baa

baa

33231

22221

11211

z   

 

Якщо  ,0  то система має розв’язок, (сумісна).  

Якщо  0 , а хоч би один із ,0,, zyx   то система не має розв’язку  

(несумісна). 

Якщо  ,0zyx    то система або несумісна, або невизначена. 

П р и к л а д .   Розв’язати за допомогою формул Крамера систему рівнянь    















.

4x2xx

6xxx2

5xxx

321

321

321

 

Визначник системи   .05

211

112

111





  

      ;15

214

116

115

1x 



        ;5

241

162

151

2x        .5

411

612

511

3x 



  

Отже, 

             .1
5

5
x        ;1

5

5
x      ;3

5

15
x 321 x

3
x

2
x

1 














 

 Система  (2.1)  n  лінійних рівнянь з  n   невідомими розв’язується за до-

помогою формул Крамера   ,x ix
i




  где   ,n,1i      визначник системи, 
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ix визначник, який отримуємо із визначника  системи,  замінивши в ньому  

i й стовпець стовпцем із вільних членів. 

 

  2. 2.  Розв’язування систем лінійних рівнянь матричним способом 

 

 Обернена матриця 

 Квадратна матриця  A  називається невиродженою або неособливою,  

якщо її визначник відмінний від нуля, тобто  .0Adet   

 Квадратна матриця    зветься оберненою до квадратної матриці, якщо ви-

конується нерівність  ,EAAAA
11    де  E одинична матриця того ж 

порядку, що  A   і  .A
1  

 Нехай маємо не вироджену матрицю 

,

aaa

aaa

aaa

A

333231

232221

131211

  тобто її  визначник  .0

aaa

aaa

aaa

AdetΔ

333231

232221

131211

  

Оберненою матрицею є матриця 

  ,

AAA

AAA

AAA

 
Δ

1
A

332313

322212

312111

1 
 де   ijA  алгебраїчні доповнення елементів  ija  

матриці  A .  Обернена матриця існує тільки для не виродженої матриці. Пере-

віряється обчисленням добутка  ,EAA
1    або  .EAA

1    

 Нехай дана система 

                                                














3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

. 

 

Матриця системи   

3

2

1

333231

232221

131211

x

x

x

X     ;

aaa

aaa

aaa

A матриця-стовпець з неві-

домих.    
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3

2

1

b

b

b

B матриця-стовпець з вільних членів. 

Використовуючи операцію множення матриць, систему можна записати у ви-

гляді   .BXA   

Це матрична форма  запису даної системи рівнянь. 

 Якщо  ,0Adet   то матричне рівняння має  розв’язок. Помножимо рі-

вняння зліва на матрицю  1A , отримаємо 

                   ,BAXAA
11      або     BAX 1         EΔA 1  . 

 П р и к л а д .  Розв’язати матричним способом систему 

                                          














8x7x5x4

20x8x7x5

4x4x3x3

321

321

321

. 

 

Маємо             ,

754

875

433

A



     ,

x

x

x

X

3

2

1

       .

8

20

4

B



  

 

Оскільки визначник матриці  A  

 

                    ,0440

754

875

433

Adet 



  

матриця  A  невироджена і має обернену 

 

   ,

AAA

AAA

AAA
1

A

332313

322212

312111
1


     де  ijA  алгебраїчні доповнення елементів .a ij  

 

 У нашому прикладі  .

36-3-53

4-37-67

52419

 
440

1
A

1 
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Тому 

              .

1

1

1

440

440-

440

 
440

1

8

20

4

36-3-53

4-37-67

52419

 
440

1

x

x

x

3

2

1





         

 

Звідси отримуємо 

                                  .1x    ;1x    ;1x 321   

 

Зразок білета  залікового модуля №1 

 

1. Розв’язати систему:  














3x2x3x2

1x2x5x

2x5x11x2

321

321

321

                

      а) матричним методом                                                      (4 бали); 

 

           б) за формулами Крамера                                                  (4 бали). 

 

2. Знайти АВ  та ВА, ящо це можливо 

                   

              .

95

34

17

B,
23

81
A 


                                               ( 1 бал )  . 

 

3. Обчислити:  

 

                                         

2232

1321

2133

1154









.                                     ( 3 бали ) . 

 

 

 

 

 



 18 

  3. МОДУЛЬ 2 . ВЕКТОРНА АЛГЕБРА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 

 

3.1. Означення вектора 

 Величини, з якими ми зустрічаємося у механіці, фізиці та інших приклад-

них дисциплінах, бувають двоякого роду. Одні з них (наприклад, температура, 

робота, об’єм та інші) повністю визначаються за своїм числовим значенням у 

тій системі, яку ми вибрали, а інші (наприклад, сила, швидкість т. ін.) визнача-

ються тільки тоді, коли відомі їх числові значення та напрямок у просторі. Ве-

личини першего роду звуться  скалярними або скалярами. Величини другого 

роду звуться векторними. Векторну величину (або вектор) можна відобразити 

у вигляді відрізка у просторі, якщо домовитися про одиницю масштабу. При 

цьому такий відрізок буде орієнтованим, тобто у нього повинні бути вказані 

початок і кінець. 

 Абстрагуючись від конкретних властивостей, фізичних векторних вели-

чин, які  зустрічаються у природі, ми дістаємо поняття геометричного вектора 

або взагалі вектора. 

Напрямлений відрізок (або теж саме упорядковану пару точок) будемо 

звати вектором.  

Нульовим називають такий вектор, у якого довжина дорівнює нулю, тобто 

початкова точка збігається з кінцевою. Напрям для нульового вектора не має 

сенсу. 

 Напрям на відрізку позначають двома буквами  AB  ( A початок, 

B кінець) або однією буквою  a  з рискою (стрілкою) вгорі. 

Відстань між початком та кінцем вектора називають його довжиною або 

модулем і позначають  AB   або  a . 

Вектори bіa  називаються колінеарними, якщо вони розташовані 

на одній прямій, або на паралельних прямих. Тобто вектори колінеарні, якщо 

існує пряма, якій вони паралельні. 

Вектори  c,b,a  називають компланарними, якщо існує площина, якій во-

ни паралельні. 

  Два вектора рівні, якщо вони колінеарні, однаково напрямлені та мають 

однакові довжини. З останнього визначення дістаємо, що, якщо ми виберемо 

будь-яку точку  A , то зможемо побудувати (і тільки один) вектор  BA  , який 
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є рівним якомусь заданому вектору  AB , або, як кажуть перенесемо вектор 

AB  в точку  A  . 

 

                                       A                                                   B      

 

 

                                  A                                                   B  

                          

 

3.2. Лінійні дії (операції) над векторами 

 

 До лінійних операцій над векторами відносять добуток вектора на скаляр  

та суму (і пов’язану з нею різницю) векторів. 

 Добутком вектора  a  на дійсне число   називається вектор  b , який ви-

значається так: 

 

1) ;ab     

2) вектор  b , колінеарний вектору  ;a  

3) вектори  b  і  a  напрямлені однаково, якщо  0 . Якщо  0 , то з 

умови (1) дістаємо, що  0b  .  Добуток вектора  a  на число    озна-

чається  a  . 

 

Розглянемо властивості лінійних операцій.: 

 

1.  Для будь-яких чисел    і    та будь-якого вектора  a  справедлива рі-

вність     a a   . 

Дійсно, вектори, які є в обох частинах рівності, яку ми доводемо, мають 

одну і ту ж довжину (модуль)  .a    Вони колінеарні і однаково напрямлені, 

тому що їх напрямок співпадає з напрямком  a , якщо    і    одного знака, і 

протилежні напрямку  a , якщо    і    мають різні знаки. 

Властивість доведена. 
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2.  Нехай є вектор  a , який не дорівнює нулю. Для будь-якого колінеар-

ного йому вектора  b  існує і притому тільки одне число   , яке задовольняє рі-

вності  b . 

Дійсно, цим числом є   
a

b
,  або  

a

b
   в залежності від того, напрямлені 

вектори  a  і  b  однаково чи протилежно. Якщо  ,0b    то  0 . Єдиність 

множника     очевидна:  при помноженні  a    на різні числа одержуємо різні 

вектори. 

Сумою векторів   a  і  b   називається вектор  c , що з’єднує початок век-

тора  a  з кінцем вектора  b  за умови, що кінець вектора a   збігається з почат-

ком вектора b . 

                b                   Правило за цим визначенням називають “правилом 

           a                                   трикутника”. Легко перевірити такі правила скла- 

                                                 дання векторів: 

                                                  1)  ;abba             2)     ;cbacba   

                                                 3)    ;b a ba    4)    .a a a    

 Зауваження.  Відомі з механіки закони складання векторних величин 

(сил, швидкостей, прискорень і.т.д.) є висновком ще одного правила складання 

векторів, яке називається  “правилом паралелограма”: 

 

                                              Якщо вектори  a  і  b  прикладені до їх спільного 

    b                                        початку A  і на цих векторах побудований парале- 

                                             лограм, то їх сума ba  (або ab  ) є діагональ  от- 

                                              риманого    паралелограма,    яка    виходить з їх         

                                              спільного початку A  . 

 

 Правило трикутника можна поширити на будь-яке число доданків: щоб 

побудувати суму будь-якого числа векторів, треба з кінця першого вектора-

доданка  відкласти другий,   з  кінця  другого – третій  і   т.д.   

 

  Вектор,  який   з’єднує початок першого і кінець останнього, 

 

 

a b

a
A

a b
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        2a                                               і є сумою, яку ми розшукували. 

                                        1na             Це правило називають “правилом замикання 

                                                           ламаної до многокутни ка”. 

                                         na  

             

 

    Вектор, який колінеарний до даного вектора  a ,  рівний йому за довжи-

ною і протилежно напрямлений (тобто  a1 ), називається протилежним век-

тором до вектора  a .  Він позначається a . 

 Різницею  ab   векторів  b  і  a  є сума векторів  b  і a . Очевидно, що 

  0aaaa   для будь-якого вектора. 

                                                Якщо  вектори  b  і  a  мають спільне начало, то їх 

      a                    ab            різниця є відрізок, який з’єднує їх кінці і  “напрям- 

                                                 лений від від’ємника”  a  до “зменшуваного”. Та- 

                b                              ким чином, ми розглянули операцію віднімання ве-

кторів,   як   обернену   операції    складання.  Її властивості  випливають  із 

властивостей доданка і тому окремо ми їх не будемо формулювати. 

 

3.3.  Лінійна залежність векторів 

 

 Розглянемо декілька векторів  k21 a,...,a,a . Будь-який вектор  b  у вигляді 

kk2211 a...aab   , де  k21 ,...,,  якісь числа, називається ліній-

ною комбінацією даних векторів. Числа  k21 ,...,,   називаються коефіцієн-

тами лінійної комбінації. Лінійна комбінація декількох векторів називається 

тривіальною, якщо всі її коефіцієнти дорівнюють нулю. Отож, тривіальна лі-

нійна комбінація будь-яких векторів дорівнює нулю. Лінійна комбінація нетри-

віальна, якщо хоча б один з її коефіцієнтів відрізняється від нуля. 

Вектори  k21 a,...,a,a  називаються лінійно залежними, якщо існує не-

тривіальна лінійна комбінація цих векторів;  інакше, якщо існують такі коефі-

цієнти  k21 a,...,a,a , що  0a...aa kk2211    і  0... 2
k

2
2

2
1   . 

У протилежному випадку, тобто коли тільки  тривіальна лінійна комбіна-

ція векторів  k21 a,...,a,a   дорівнює нулю, ці вектори називаються лінійно неза-

n21 a...aa 

1a
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лежними. Якщо вектори лінійно незалежні, то з рівності  

0a...aab kk2211     дістаємо  0... n21   . 

  

Відзначимо, що: 

1. Будь-які два колінеарних вектори лінійно залежні, і навпаки, два  

     неколінеарних вектори лінійно незалежні. 

2. Три компланарних вектори завжди лінійно залежні, і навпаки, три некомп-

ланарні вектори лінійно незалежні. 

3.  Кожні чотири вектори лінійно залежні. 

Приклад. З’ясувати, чи будуть вектори  5131 ,,a  і    15392  ,,a  лінійно 

залежними? 

Розв’язок. Два вектори є лінійно залежними, якщо існують такі два числа 21  ,   

(хоча б одне з яких не дорівнює нулю),  для яких справджується рівність 

,02211  aa     або      ,;;;; 01539513 21     

   .;;;; 000155393 212121    

 Звідси отримуємо систему 

                                                       














.0155

03

093

21

21

21







 

 Маємо  .21 3   Отже при довільному  02   для векторів 1a  і  2a  спра-

ведлива рівність  03 2211  aa  , тобто  .aa 12 3   Отже,  вектори  1a  і  2a   

- лінійно залежні. 

3.4. Розкладання вектора за базисом 

 Якщо вектор є лінійною комбінацією яких-небудь, то кажуть, що він роз-

кладається за даними векторами. 

 Теорема 1.  Нехай є два неколінеарних вектора 1e  і  2e . Будь-який ком-

планарний з ними вектор  a  розкладається за ними і це розкладання єдине. 

 

 Д о в е д е н н я.  Примітимо, що обидва вектори  1e  і  2e  ненульові, тому 

що, якби хоч один з них дорівнював нулю, то вони були б колінеарними. В за-

гальному випадку перенесемо усі три вектори у спільну точку O . Через кінець 
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                                                      A  вектора  aOA   проведемо прямі  

                                                      AP  та AQ , паралельно до векторів  1e  і  2e . 

                                                      Тоді  OPOQa  , причому, вектори OP  і  OQ  

                                                       колінеарні до векторів  1e  і   2e  відповідно. 

 

Із другої властивості лінійних операцій (добутку вектора на число) дістаємо, що 

існують і визначаються єдино такі числа  1  і 2 , що  11eOP  ,   22eOQ  . 

Таким чином, 2211 eea   , і т.д. Припустимо, що існує друга лінійна ком-

бінація  2211 ee   , яка дорівнює  a , причому, наприклад, 11   . Тоді  

,eOPe 1111    тому що інакше ми отримали б дві прямі, які проходять че-

рез точку  A , паралельно вектору  2e . З останньої рівності дістаємо, що  

11     і,  таким чином, ми приходимо до протиріччя. 

 

 Теорема 2.  Нехай дані три некомпланарних  вектори  321 e,e,e . Будь-

який вектор  a  розкладається за ними і це розкладання єдине. 

 

 

    3e                  a                    Тобто вектор  a  може бути єдиним чином  розкла- 

                                                деним по векторам  321 e,e,e  у вигляді 

                                  2e                            332211 eeea    .    

  

    O                                         Доведення цієї теореми аналогічно доведенню тео- 

                            1e                 реми 1.     

 

Базисом у просторі називають три некомпланарних вектори, які взяті у 

визначеному порядку.  

Таким чином, базис дозволяє однозначно зіставити  кожному вектору 

упорядковану  трійку чисел – координати розкладання цього вектора по векто-

рам базиса. Навпаки, кожній  упорядкованій трійці чисел  321 ,   за допомо-

гою базиса можемо зіставити вектор, якщо складемо лінійну комбінацію 

332211 eee   , де  321 e,e,e  вектори базиса.     

1e

2e

A

O
P

Q
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Базисом на площині називають два неколінеарні вектори цієї площини, 

які взяті у визначеному порядку. 

Якщо на площині вибраний базис, то тим самим кожному вектору одноз-

начно  зіставлена упорядкована пара чисел, і , навпаки, кожній упорядкованій 

парі чисел однозначно зіставляється вектор. 

Якщо  321 e,e,e базис і 332211 eeea    , то числа  321 ,  

називаються  компонентами (або координатами вектора  a  у даному базисі). 

Так само визначаються координи вектора на площині. 

Якщо у заданому базисі  321 e,e,e   вектор a  має координати 321 , , 

то будемо записувати так 

                        .,, 321332211   eeea  

У аналітичній геометрії геометричні міркування про вектори зводяться до 

обчислень, у яких приймають участь компоненти цих векторів. 

Наступні два правила показують, як діються відомі нам операції з векто-

рами, якщо задані їх компоненти. 

 

1. При помноженні вектора на число усі його компоненти помножаються 

на це число. 

Дійсно, якщо  332211 eeea   , то  

        331221111332211 eeeeeea   . 

2. При додаванні (відніманні) векторів додаються (віднімаються) їх від-

повідні компоненти. 

Дійсно, якщо  332211 eeea    і ,eeeb 332211    то 

                      111332211332211 eeeeeeeba   

 

                    .ee 333222    

 

 

3.4.1. Проекція вектора на вісь 

 

Проекцією вектора  a  на вісь  l   називається число, що дорівнює довжині 

відрізка осі  l , який міститься між проекцією початкової точки і кінцевої, взяте 
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зі знаком  «+», якщо напрямки вектора  a  та осі  l   збігаються, і зі знаком  «-», 

якщо ці напрямки протилежні.  

Проекція на вісь позначається так:  al . 

            

                                              al = .cosa  

Основні властивості проекції вектора на вісь полягають у тому, що ліній-

ні операції над векторами приводять до відповідних лінійних операцій над про-

екціями цих векторів, а саме: 

         .. babaaa lllll    

Приклад. Знайти   bal   , якщо  .,, 0
3042  ba  

Розв’язок. Згідно з формулами  

  .coscos 33323304302 0
0

 bal  

 

3.5. Системи координат. Декартова система координат 

 

      Зафіксуємо у просторі точку O  і розглянемо будь-яку точку  M . Радіусом-  

                           M                    вектором точки  M  по  відношенню до точки O  

                                                   називається вектор  OM . Якщо у просторі, крім  

    3e                       2e                 точки  O , вибраний якийсь базис, то  точці M    

                                                   можна зіставити упорядковану трійку чисел –   

                                                   координати її радіуса-вектора. 

                         1e  

 

Декартовою системою координат у просторі називається сукупність 

точки та базиса. 

O
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Точка називається початком координат; прямі, які проходять через по-

чаток  координат у напрямку базисних векторів, називаються осями координат. 

Перша пряма – віссю абсцис, друга – віссю ординат, третя – віссю аплікат. 

Площини, які проходять через осі координат, називаються координатними 

площинами. 

Координати радіуса-вектора точки M  по відношенню до початку коор-

динат, називаються координатами точки M  у системі координат, яку ми розг-

лядаємо. Перша координата називається абсцисою, друга – ординатою, третя – 

аплікатою. Аналогічно визначаються декартові координати на площині.Тільки 

тепер точка M  буде вже мати дві координати – абсцису та ординату. Коорди-

нати точки звичайно записують у дужках після букви, яка означає точку. 

 

                      








2

1
  ,2M              Наприклад ,запис  









2

1
  ,2M  означає, що 

 2e                                                          точка  M  має координати 2 і  
2

1
 у системі 

 

                                                    координат, яку ми вибрали на площині. 

                         

 

                   111 z,y,xA                                  Розглянемо дві точки A  і B , 

                                                                           координати   яких   відносно 

3e                                          222 z,y,xB       якоїсь   декартової    системи 

                                                                          координат  321 eeeO  відповід- 

                                                                           но дорівнюють  111 z,y,x   та 

                                2e                                      222 zyx , тобто   111 z,y,xA , 

                                                                           222 z,y,xB .Поставимо за- 

                1e                                                        дачу знайти координати век- 

                                                                            тора  AB . 

Очевидно, що  OAOBAB  . Координати радіусів-векторів OB  і  OA  

відповідно дорівнюють   222 z,y,xOB  ,   .z,y,xOA 111  За правилом до-

давання (віднімання) векторів, які задаються своїми координатами, дістаємо, 

O
1e
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що AB  має координати:  121212 zz,yy,xxAB  . Цим доказано таке 

твердження: 

Для того, щоб одержати координати  (компоненти) вектора, треба з 

координат його кінця відняти координати його початку. 

 

Якщо вектори, які прийняті за основу системи координат, мають одинич-

ну довжину і взаємно перпендикулярні, то система координат називається де-

картовою прямокутною системою координат (сам базис називається 

ортонормованим). 

У цьому випадку базисні вектори 321 e,e,e  заведено позначати  k,j,i . 

Таким чином, кожен з векторів  k,j,i  має довжину, рівну одиниці,  причому, 

всі ці три вектори взаємно ортогональні. Осі координат, які співпадають з на-

прямком базисних векторів  k,j,i , будемо позначати відповідно через 

Oz,Oy,Ox . Самі декартові координати точки будемо позначати літерами 

z,y,x . 

За результатами, отриманими раніше, робимо висновок, що кожен вектор 

a  може бути (і притому єдиним чином) розкладений за декартовим прямокут-

ним базисом k,j,i , тобто для кожного вектора a  знайдеться (і притому єдина) 

трійка чисел z,y,x  така, що справедлива рівність 

                           z,y,xkzjyixa  . 

 

                                         

 

 

 

                                              

                                                                              

                                    i                           

 

 

                     

 

 

j

k a

y

x

z

O
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Числа z,y,x  називають декартовими прямокутними координатами век-

тора a . Якщо M будь-яка точка простору, то декартові прямокутні координа-

ти цієї точки співпадають з декартовими прямокутними координатами вектора 

OM . 

Декартові прямокутні координати z,y,x  вектора a  дорівнюють проекці-

ям цього вектора на осі  Oz,Oy,Ox  відповідно. 

Позначимо літерами   ,,  кути нахилу вектора a  до осей Oz,Oy,Ox  

відповідно. Три числа  cos,cos,cos  називають напрямними косинусами 

вектора a . 

Далі ми, в основному, будемо користуватися прямокутною декартовою 

системою координат, яку будемо називати просто декартовою системою коор-

динат. 

А зараз розглянемо одну із задач на декартові координати. 

 

3.6. Ділення відрізка за даним відношенням 

 

                                           z  

                                                    

                                                                 

                                                       

 

                                                                            

 

    

                  x  

                                                     Рис. 3.1 

 

Нехай задані дві точки  111 z,y,xA  і  222 z,y,xB  (рис. 3.1). Треба 

знайти координати точки M  на відрізку  AB , яка поділяє цей відрізок у будь-

якому співвідношенні   . Тобто, 
MB

AM 
   або   

MB

AM
 .        Маємо 

 111 z,y,xA
 222 z,y,xB z,y,xM

O

1r r 2r

y



 29 

,kzjyixr 1111    kzjyixz 2222  . Через те, що  MB//AM , одержу-

ємо  MBAM  . Вектори  AM  і  MB  мають координати: 

 zz  ,yy  ,xxAM 222  . З векторної рівності  MBAM   одержує-

мо      zzz-z  ,yyy-y  ,xxxx 212121   ,  звідкіля знаходимо 

                      ,
1

xx
x 21








     










1

yy
y 21 ,   










1

zz
z 21                            (3.1) 

або у векторному вигляді  









1

rr
r 21 . 

 Формули (3.1) відомі під назвою формул ділення відрізка за даним від-

ношенням . 

Якщо 1 , то точка M  ділить відрізок  AB  навпіл. Формули, які ми 

при цьому отримуємо з (3.1) називаються формулами ділення відрізка навпіл і 

мають вигляд: 

                    ,
2

xx
x 21       ,

2

yy
y 21       

2

zz
z 21  . 

Для додатніх  значень    точка  M  розташована між точками  A  і  B  (і в 

цьому випадку, як видно із рис.  3.1, вектори  AM  і  MB  направлені однаково), 

а для від’ємних значень    точка M  розташована поза відрізком  AB , але  на 

цій же прямій. Співвідношення  (3.1) мають саме для будь-яких значень  

1 . 

На площині задача про ділення відрізка вирішується аналогічно, тільки з 

формул (3.1) залишаються лише дві перші. 

Приклад. Відрізок AB  з кінцями в точках  23 ,A і  46,B  точками  C  і D  

розділено на три рівні частини. Знайти координати точок поділу. 

Розв’язок. Нехай точка C  - перша точка поділу, а B - друга. Зрозуміло, 

що .CBAC
2

1
   Тому точка C  ділить відрізок   BA,  у відношенні  .

2

1
  Ви-

користовуючи формули (3.1), знаходимо координати точки C : 

         ., 0

2

1
1

4
2

1
2

4

2

1
1

6
2

1
3













 cc yx   

Тобто  .,04C  
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Із рівності  DBAD 2  випливає, що точка D  ділить відрізок   BA,  у від-

ношенні  .2  Тому координати точки  D : 

          .,,, 252
21

422
5

21

623
Dyx DD 









 . 

 

 

3.7. Полярна система координат 

 

Декартові системи координат – це не єдиний спосіб визначати за допомо-

гою чисел положення точки відносно якогось геометричного образу. Для цього 

використовуються  багато типів систем координат. 

На площині дуже часто використовується  полярна система координат. 

Вона визначена, якщо задати точку O , яка називається полюсом, та промінь l , 

який виходе з полюса і який називаєть-

ся полярною віссю (рис. 3.2). 

                                                                        

Положення точки M  на площині                                                                             

визначається двома числами:                                                                          

радіусом  OMr   та кутом     

                          Рис.3.2                             між полярною віссю та вектором     OM .  

  

Кут       називається                                                                                                                          

полярним кутом. Будемо вимірювати його в радіанах і відлічувати його від по-

лярної осі проти ходу стрілки годинника. У полюса 0r  , а   невизначено. 

У інших точок  0r  ,  а     визначається з точністю до доданка, кратного 2 . 

Це означає, що, наприклад, пара чисел  ,r ,   2,r    і взагалі   k2,r  , 

де  k   будь-яке ціле число становлять полярні координати однієї і тієї ж точки. 

Інколи обмежують полярний кут якимись умовами, наприклад,  20    або 

  . Це ліквідує невизначеність, проте запроваджує інші незручності. 

 Нехай дається полярна система координат та упорядкована пара чисел 

 ,r , перше з яких невід’ємне. Ми можемо порівняти цій парі точку  площини, 

для якої ці числа будуть полярними координатами. А саме, якщо 0r  , то ми 

порівняємо пару з полюсом. Якщо ж 0r  , то пару   ,r  ми порівнюємо з точ-
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кою, радіус-вектор якої має довжину (модуль) r  і утворює з полярною віссю 

кут   . При цьому пари чисел   ,r  і  11 ,r   порівнюються з однією і тією ж 

точкою, якщо ,rr 1  а  k21   , де  k ціле число. 

 Виберемо тепер на площині декартову прямокутну систему координат, 

розташувавши її початок в полюсі O  і взявши за вектори  j,i   вектори довжи-

ни 1, які направлені відповідно вздовж осі l ,  та під кутом  2  до l  (кут від-

раховується проти ходу стрілки годинника). Розглядаючи рис.3.2 ,   бачимо, що 

декартові координати точки M  відбиваються через її полярні координати так: 

                                          sin ry      ,cos,rx  .                                          (3.2) 

Для того, щоб знайти полярні координати точки, якщо відомі її декартові, під-

несемо до степеня обидві частини кожної  з рівності  (3.2), а потім додамо їх. 

Одержуємо 

                               ,rsincosryx 222222    тобто    

                                                 
22 yxr  .                                                      (3.3) 

З рівності (3.2) одержимо, якщо розділимо другу рівність на першу 

                                                    
x

y
tg  .                                                             (3.4)   

 За формулою (3.4) визначається тангенс полярного кута   :  при цьому 

одержуємо два різні значення кута         , які розташовані в різних 

четвертях. Через те, що  sinry    з цих двох значень кута    треба вибрати 

те, для якого синус має такий же знак, як і    y  . 

 П р и к л а д .  Точка M   має декартові координати  -1.y  ,1x   Знайти  

 її  полярні координати. 

 Розв’язання.   -1.tg   ;211r    З двох значень  
4

3
   і  

4


  

треба взяти  ,
4


   через те що  sin  у даному випадку повинен мати 

від’ємне значення. Таким чином, полярні координати точки M :  ,2r   

.
4
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3.8.  Скалярний добуток двох векторів 

 

 Під кутом між двома векторами  a  і  b  ми розуміємо кут між векторами, 

які дорівнюють даним і які мають спільний початок (рис. 3.3)                                                                        

                                                              У деяких випадках ми будемо вказувати  

                                                               від якого вектора і в якому напрямку кут 

             a                                               відлічується. Якщо таке не зроблено, то   

                                                               кутом між векторами вважають той з ку- 

                                                               тів, який не перевищує   . 

                                 

                           Рис. 3.3                

 

Скалярний добуток двох векторів є число, яке дорівнює добутку довжин 

цих векторів на косинус кута між ними. 

 

Якщо хоча б один з векторів нульовий, то кут між ними не визначений і 

скалярний добуток за означенням вважається рівним нулю. 

Скалярний добуток векторів  a  і  b   позначають   b,a , або  ba . Таким 

чином, можемо записати 

                                  ,cos bab,aba   де   

 кут між векторами  a  і  b . 

 Очевидні такі властивості скалярного добутку: 

 1)  скалярний добуток є комутативним, тобто для будь-яких векторів a  і  

b  виконується рівність      abba  ; 

 2)  
2

aaa   для будь-якого вектора; 

 3)  скалярний добуток дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли вектори ор-

тогональні  або хоч один із них дорівнює нулю; 

 4)  для будь-яких векторів  c,b,a  і будь-яких чисел    і    виконується 

рівність       cbcacba   .  Частково,     caca     і  

  cbcacba  , тобто скалярний множник можна виносити за знак ска-

лярного добутку, та скалярний добуток володіє розподільною властивістю. 

b
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 Нехай є якийсь базис  321 e,e,e .  Дослідимо, яким виявиться скалярний 

добуток двох векторів  a  і  b  черех їх компоненти   321 ,,   та 

 321 ,,  . За   властивістю   (4)   у    добутку     332211 eeeba   

 332211 eee    можна розкрити дужки. Після приведення подібних 

отримаємо     

         1221333322221111 eeeeeeba   

 

         .eeeeee 32233231133122                          (3.5) 

 

Якщо базис ортонормований   ke  ,je  ,ie 321  , то за означенням скаляр-

ного добутку маємо: ;1kkeejjeeiiee 332211    

.0eeeeee 323121   

 Отож, якщо базис ортонормований, то скалярний добуток векторів вира-

жається формулою 

                                    332211ba   .                                          (3.6) 

 Це дозволяє записати вираз модуля вектора  через його   компоненти у 

ортонормованному базисі   (при  ba  ) 

                                             ,a 2
3

2
2

2
1                                                 (3.7)    

а також вираз кута між векторами через їх компоненти   у ортонормованному 

базисі 

                           
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

  ba

ba
cos














 .               (3.8)   

 Якщо вектори  a  і  b  в декартовій прямокутній системі мають координа-

ти     ,z,y,xb  ,z,y,xa 222111    то формули  (3.6)-(3.8) будуть мати   ви-

гляд:     ;zzyyxxba 212221                 ;zyxa 2
1

2
1

2
1    

.
zyxzyx

zzyyxx
cos

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

212121
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 Формула (3.7), за якою визначається довжина вектора, дає можливість 

знайти відстань між двома точками у просторі.  Нехай   111 z,y,xA    і  

 222 z,y,xB .  Тоді   121212 zz,yy,xxAB  . 

 І тому       2
12

2
12

2
12 zzyyxxABAB  . 

 Якщо  ,ib   то  ,1b    ,1x2      0zy 22   і ми одержуємо 

,
zyx

x
cos

2
1

2
1

2
1

1


  де через    ми означили кут між вектором  a  і віссю 

Ox . 

 Аналогічно, взявши послідовно  jb   та  kb  , отримаємо 

;
zyx

y
cosy,acos

2
1

2
1

2
1

1










 

       .
zyx

z
cosz,acos

2
1

1
1

2
1

1










 

  

Тобто, ми отримали можливість виразити напрямні косинуси вектора через йо-

го координати. 

 Якщо ми піднесемо до квадрату обидві частини виразів для   cos,cos  

та cos , а потім додамо їх, то отримаємо, що  ,1coscoscos 222    

тобто сума квадратів напрямних косинусів будь-якого вектора дорівнює одини-

ці. 

 Приклад. Знайти напрямні косинуси вектора .;; 









5

2

5

2

5

1
a  

          Розв’язок. Знайдемо довжину вектора .;
5

3

25

4

25

4

25

1
aa  

Тому .cos,cos,cos
3

2

3

2

3

1
   

 Приклад. Обчислити   ,
2

ba   якщо   .,,
3

43


 


baba  

         Розв’язок.. 

              ,,,,,,, 3716
2

1
43292

222

 bbaabbabbaaabababa

тобто    .37
2

ba  

   Приклад. Визначити, при якому значенні     вектори  21 aa   і  

21 aa   будуть перпендикулярними, якщо  ., 53 21  aa   
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 Розв’язок. Згідно із властивістю скалярного добутку маємо 

  ., 02121  aaaa   Але    .,
2

2
2

2

12121 aaaaaa    Для знахо-

дження    ми отримали рівняння  .,
5

3

5

3
0259 21

2    

 Приклад. Знайти  );cos( baba  
3 , якщо  ).,,(),;;( 620112  ba  

 Розв’язок. ).;;(),;;( 3163732  baba  

Тоді  .);cos(
713

3

91364994

21312
3 




  baba  

 

3.9. Праві та ліві трійки векторів 

 Раніше ми вже відзначили, що три вектори називаються упорядкованою 

трійкою (або просто трійкою), якщо вказано, який з цих векторів є першим, 

який другим і який – третім. Таку трійку некомпланарних векторів ми назвали 

базисом у просторі. 

 

Упорядочена трійка некомпланарних векторів називається правоорієн-

тованою або просто правою, якщо з кінця третього вектора найкоротший по-

ворот від першого до другого ми бачимо проти стрілки годинника. У 

противному разі, тобто, коли з кінця третього вектора найкоротший пово-

рот від першого до другого ми бачимо за стрілкою годинника, трійка зветься 

лівоорієнтованою або просто лівою (початок векторів трійки припускається 

спільним) (рис. 3.4 ). 

 

                          3e    

                                                        3e                            Будь-яка третя трійка   

                                                                                        належить до цих двох    

                                                              2e                           класів.     

 

           1e                                                                   

    ліва трійка                              права трійка    

 

                                Рис. 3.4 

 

2e

1e
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Декартова система координат є правою (лівою), якщо три базисних век-

тора утворюють праву (ліву) трійку. 

Домовимося далі розглядати тільки праві системи координат. 

 

 

 

 

3.10. Векторний добуток двох векторів 

 

Векторним добутком вектора  a  на вектор b  називається вектор  c , 

який позначається так:     b,ac  (або bac  ) і задовольняє таким трьом 

умовам:  

1) модуль вектора  c  дорівнює добутку модулів векторів  a  і  b  на синус 

кута   між ними;  тобто   

   0    0,sin  sinbac ; 

2) вектор c  є ортогональним до векторів a  і b ; 

3) вектор c  напрямлений так, що трійка векторів  c,b,a  є правою, тобто 

з кінця вектора c  найкоротший поворот від  a  до  b  ми бачимо проти ходу 

стрілки годинника (рис. 3.5). 

 

                                                   Отже, за означенням маємо, що модуль вектор-          

                                                   ного добутку чисельно дорівнює площі пара-                     

                                                   лелограма, який побудований  на векторах – 

                                                   співмножниках (якщо вони мають спільний  

                                                   початок), тому що площа паралелограма до-        

                                                    рівнює добутку довжин суміжних сторін на  

                                                    синус кута між ними. 

            

 

            Рис. 3.5                                                    

                   

 Векторний добуток дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли співмножники 

колінеарні (нульовий вектор враховують колінеарним будь-якому вектору). 

c

a



b
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 П р и к л а д .  Нехай   k,j,i правий ортонормований базис. Тоді 

;kji     ;iij    ;jik     0kkjjii  . 

 

Основні властивості векторного добутку 

 

1. Векторний добуток антикомутативний, тобто завжди  abba  . 

Дійсно, за визначенням маємо, що модуль векторного добутку не залежить 

від порядку співмножників, а вектор  ba   колінеарний вектору  ab  . Однак, 

переставляючи співмножники, ми повинні змінити напрямок добутку, щоб ви-

конувалась умова  3  за означенням. 

2. Для будь-яких векторів c,b,a  та будь-яких чисел   ,  має місце рівність 

                                    cbcacba   . 

 Зокрема,    caca    (властивість відносно числового співмнож-

ника, тобто, щоб помножити векторний добуток векторів на число, достатньо 

помножити на це число один співмножник); 

   cbcacba   (розподільна властивість відносно суми векто-

рів). 

 П р и к л а д .  Довести, що      ba2baba   та визначити геомет-

ричний зміст цієї рівності, зображуючи вектори ba   та  ba   діагоналями 

паралелограма (рис.3.6 ). 

 

                                                                     Дійсно      baba  

                                                                                 bbbaabaa


 

                                                                               ,ba2   через те що ;0aa   

                                                                              .0bb   

                                                                              Геометрично доведена рівність 

                                                                              означає,  що    удвоєна     площа  

                                                                              паралелограма  дорівнює   площі 

                             Рис. 3.6                                    паралелограма, побудованого на  

                                                                              його діагоналях. 
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Векторний добуток у декартових координатах 

 Нехай два вектори  a  і  b  визначені своїми декартовими прямокутними 

координатами:    .z,y,xb  ,z,y,xa 222111   Тоді векторний добуток цих 

векторів має вигляд:      kzjyixkzjyixba 222111   

       )ji(yxikxzijxyiixx 21212121  

         kkzzkjzykizxjkyzjjyy 2121212121  . 

 Через те що  k,j,i правий ортонормований базис, то   jjii  

,0kk    ,kji     ,kij     ,ikj     ,ijk     ,jik    jki   і 

тому   

                    kyxyxjxzxzi zyzyba 122112211221  .           (3.9) 

 Формулу (3.9) можна записати у другому вигляді, якщо використати сим-

вол визначника 3-го порядку 

                                                    

222

111

zyx

zyx

kji

ba  .                                    (3.10) 

Розкладаючи визначник за елементами першого рядка, отримаємо розклад (3.9) 

вектора  ba   за базисом  k,j,i . 

 Умова  0ba   колінеарності векторів   111 z,y,xa   і  

 222 z,y,xb   може бути відбита рівностями:  

           ,0zyzy 1221      ,0xzxz 1221        0yxyx 1221   

або 

          ,
z

z

y

y

x

x

2

1

2

1

2

1   тобто, якщо вектори колінеарні, то їх координати пропор-

ційні і навпаки. 

 П р и к л а д .  Знайти площу трикутника  ABC , який має вершини в   то-

чках       131265211  ,,C  ,,,B  ,,,A  (рис. 3.7 ). 

     

 

                  

                                                 

                                         Рис. 3.7       

B

A C
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 Розв’язок.                                                                        

Через те, що вектор AB  має координати    121212 zz  ,yy  ,xxAB  , а 

вектор     ,zz  ,yy  ,xxAC 131313    маємо                                                                                              

                                               

                           ).;;(),;;( 340054  ACAB  

                             .ACABS ABC 
2

1
 

       

.5,12
2

25
256144225

2

1

.161215

340

054









ACABS

kji

kji

ACAB

    

  

3.11. Мішаний добуток трьох векторів 

 

 Нехай дані три будь-яких вектора  c,b,a . Якщо вектор  a  векторно 

множиться на вектор  b , а потім отриманий при цьому вектор  ba  скалярно 

множиться на вектор c , то у результаті отримаємо число   cba  , яке назива-

ється змішаним добутком векторів b,a  і c   і позначається так:  c,b,a .

 Геометричний зміст мішаного добутку такий  (рис. 3.8). 

                                                                     Мішаний добуток некомпланарних 

                                                                     векторів  b,a  і c  по модулю дорівнює 

                                                                    об’єму паралелепіпеда, побудованого 

                                                                    на векторах-співмножниках. Він додат- 

                                                                    ній, якщо трійка c,b,a  права, і від’єм- 

 h                                                                ний, якщо трійка ліва. 

       Тобто  .,, cbaVпар   

                                                                  Дійсно:    ,coscsinbacba   

                                                                  де    кут між векторами  a  і  b ,   а                           

                                                                    кут між векторами  c  і  ba  . 

                         Рис.3.8                                           

 

a

c

ba 

b
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Об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах    b,a  і c , дорівнює добутку 

площі основи  sinba    на висоту cosch  . Таким чином перше ствер-

дження доведено. Знак змішаного добутку співпадає зі знаком cos   , і тому 

змішаний добуток додатній, коли вектор   c  направлений у той же бік від пло-

щини векторів  a  і  b , що і вектор   ba  , тобто коли трійка векторів    c,b,a – 

права. Аналогічно доводимо, що змішаний добуток від’ємний, коли трійка век-

торів ліва. 

 Об’єм піраміди, побудованої на тих же векторах, дорівнює однієї шостої 

об’єму паралелепіпеда 

  .,, cbaVпір
6

1
  

 Якщо  k,j,i  ортонормований базис, то   1k,j,i    або    1k,j,i  , 

якщо базис лівий. 

 

 

 

Основні властивості мішаного добутку 

 

1. При циклічній перестановці співмножників мішаний добуток не зміню-

ється, тобто       b a ca c bc,b,a  , тому що за такою перестановкою не 

змінюється ні паралелепіпед, ні “зміст” трійки векторів. При перестановці тіль-

ки двох співмножників знак змішаного добутку змінюється 

                             b,c,aa,b ,cc,a ,bc,b,a  . 

2.  Змішаний добуток дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли співмножни-

ки компланарні. Дійсно, для компланарних векторів паралелепіпед вироджуєть-

ся в частину площини, тобто має нульовий об’єм. 

 

Мішаний добуток у координатній формі 

 

 Якщо три вектори  c,b,a  визначені своїми декартовими прямокутними 

координатами   ,z,yxa 111   ,z,y,xb 222   333 z,y,xc  , то змішаний 
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добуток дорівнює визначнику, рядки якого відповідно є координати векторів, 

які перемножуються, тобто 

                                  

333

222

111

zyx

zyx

zyx

c,b,a  .                                                   (3.11) 

Дійсно, через те що мішаний добуток  c,b,a  дорівнює скалярному добутку 

векторів ba    та  c   і поскільки координати вектора  ba    визначаються за 

формулою (3.9), а координати вектора  c  є    333 z,y,x , то згідно з виразом 

для скалярного добутку векторів у прямокутних координатах, дістанемо 

                   ,yxyxzxzxzyzyzyxc,b,a 122131221312213       

а це і є визначник (3.11) розкладений за елементами третього рядка. 

 Приклад. Обчислити об’єм трикутної піраміди ABCD , вершини якої зна-

ходяться в точках  ).,,(),,,(),,,(),,,( 742553444111 DCBA   

 Розв’язок.   .,, ADACABVпір
6

1
  

Знайдемо координати векторів  ,,, ADіACAB  які співпадають з ребрами 

піраміди. Маємо:  ).;;(),;;(),;;( 631442333  ADіACAB  Тоді 

   .,, 18

631

442

333

ADACAB  Згідно з формулою отримаємо 

.318
6

1
пірV  

 

Зразок білета залікового модуля №2 

 

1. Побудувати точку  );;( 522M  та обчислити напрямні косинуси її радіус-

вектора.                                                                                                        ( 1 бал ). 

 

2. Обчислити )3;cos( abb  , якщо ).2;1;1()1;3;2(  bтаa   ( 1 бал ). 

 

3.Знайти площу трикутника  

).2;7;5()3;2;3(),1;5;2(,  СтаBAякщоABC                      ( 1 бал ). 
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4. Знайти об’єм піраміди ,OKLM  якщо О- початок координат, К(0;-1;3), L(4;3;1) 

та М(0;5;-2).                                                                                                 (1 бал ). 

 

5. Обчислити     .2232 ijikii                                                          (2 бали ). 

 

6. При яких значеннях змінних  yтаx     будуть колінеарними вектори  

,AB  якщо  ?)1;;2(,)1;5;4(),2;8;3( yxcтаBA                         ( 2 бали ). 

 

7. Сторони трикутника  ABC   співпадають з векторами  

).6;2;3()2;1;2(  BCтаAB  Обчислити косинуси кутів цього трикутника.                                                                                                                                                                                                                                                                

                                                                                                                                                                      ( 4 бали ). 

    

4. МОДУЛЬ 3.  АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ 

4. 1.  Лінії на площині та їх рівняння 

 

 Поняття лінії є одним із найскладніших понять математики. Загальне ви-

значення лінії наводиться в спеціальній математичній дисципліні – топології. 

Воно було дано у 20-х роках  XX-го століття математиком  П.С.Урисоном. Ми 

зупинемося лише на означенні рівняння лінії. 

 Означення 1.  Рівнянням лінії  L  в декартовій системі координат на пло-

щині називається рівняння 

                                                      ,0y,xF                                                    (4.1) 

яке задовольняє координатам  x  і y  кожної точки цієї лінії і не задовольняє ко-

ординати жодної точки, яка не лежить на цій лінії. 

 Як зрозуміло з означення, сама лінія  L  розглядається як множина точок, 

координати  y,x  яких задовольняють рівнянню  (4.1). 

 Розглянемо декілька простих прикладів визначення характеру лінії за да-

ним її рівнянням. 

 

1) Рівняння  ,0yx   або, що одне й теж, yx   визначає множину точок, од-

наково віддалених від осей системи координат, тобто бісектрису першого і 

третього координатних кутів. 

2)  0y3x2 22   визначає лінію, яка вироджується в точку   0,0O . 
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3)   04x
2   або     .02x2x    0.2x   ,02x   Перше рівняння 

визначає множину точок, які мають одну й ту саму абсцису  2x  . Воно 

зображає пряму, паралельну осі   y0   на  відстані 2   від неї.  Аналогічно, 

рівняння  2x    зображає пряму, паралельну осі  y0  на відстані 2  ліворуч від 

неї. 

Часто лінію задають як геометричне місце точок, тобто за допомогою тієї 

чи іншої геометричної властивості лінії, спільної для всіх її точок. На її 

основі треба скласти рівняння даної лінії. 

 П р и к л а д .  Скласти рівняння множини точок, однаково віддалених від 

сталої точки   b;aC , тобто рівняння кола. 

 Позначимо довільну точку кола через   y,xM , а його радіус через  .R  

Точка M  лежить на колі тоді і тільки тоді, коли  .RCM   Виразимо цю влас-

тивість через координати. Маємо  b-y  ;axCM    

    .byaxCM
22

 Отже, для точок кола      ,Rbyax
22
  або 

          y  

                                                                                                                            . 

     b                                    M  

                        C                                             Це і є рівняння кола. 

 

 

 

                                             Якщо центр кола знаходиться на початку коор-

динат, тобто в  0,0O , то рівняння кола набуде вигляду     .Ryx 222   

 Вигляд рівняння лінії залежить не тільки від самої лінії, а й від вибору 

системи координат. Рівняння лінії змінюється при переході від одної до другої 

системи координат. В одній системі координат лінія має простіший вигляд, ніж 

в іншій. 

 П р и к л а д . Нехай ось  u  обертається (проти стрілки годинника) навко-

ло нерухомої точки  O  і на цій осі  рухається точка  M  так, що довжина  r  век-

тора OM  пропорціональна куту   повороту осі  ,u  який відлічується від 

нерухомої осі  Ox . Лінія,  яку описує точка  M , називається спіраль Архимеда. 

          R  
    

    222
Rbyax 

 

a xO

C
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Її рівняння має вигляд  ar   у полярній системі координат (ось  Ox полярна 

ось, точка  O полюс,   полярний кут , a коефіцієнт пропорціональності. В 

декартовій системі координат спіраль Архимеда має рівняння набагато склад-

ніше. 

                         

                                                   0a                                                        

 

                                                                                                             x  

                                                               

 

 

Рис.4.1 

 

 Перетин двох ліній. 

 Щоб знайти координати всіх точок перетину двох ліній    0y,xF    і  

  0y,x  ,  треба розв’язати систему рівнянь    
 
 








0y,x

0y,xF


. 

Якщо система не має дійсних розв’язань, то лінії не перетинаються. 

 

4.2.  Пряма на площині 

 

Пряма, що проходить через задану точку  перпендикулярно 

до даного вектора 

          y                       n  

                                                           Нехай на площині  Oxy  задані ненульовий  

                                                вектор   B;An   і точка  .y,xM 000  

                                                Потрібно скласти рівняння прямої, що 

                                                проходить через точку  Mo  перпендику- 

O                                        x   лярно до вектора  n .  Для довільної точки 

                                                 y,xM  шуканої прямої вектор  

        Рис.  4.2                          oo y-y  ;xxMoM   перпендикулярний 

                                                вектору  n . 

Тому скалярний добуток їх дорівнює нулю:    0n ,MoM   або в координатах: 

0a 

и

O

0M

M

M
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                                               0yyBxxA oo  .                                (4.2) 

 

Це і є рівняння шуканої прямої. Отже, пряма на площині визначається рівнян-

ням першого степеня відносно декартової системи координат. 

 

Загальне рівняння прямої 

Покажемо тепер, що кожне рівняння першого степеня визначає пряму в 

декартовій системі координат. 

Розглянемо довільне рівняння першого степеня 

                                            ,0CByAx                                        (4.3) 

( A  і  B   разом не дорівнюють нулю) і нехай   oo y,xMo  є одна  з точок вира-

женої ним лінії. Тоді виконується рівність 

                                              0CByAx oo  . 

Віднімаючи цю тотожність почленно від рівняння (1.3) отримаємо рівняння 

                                           ,0yyBxxA o0   

яке визначає ту саму лінію, що й рівняння (1.2). Рівняння (1.3) називається за-

гальним рівнянням прямої на площині, а  вектор    B;An нормальним век-

тором даної прямої. 

 Дослідимо, як розміщена пряма відносно координатної системи, коли рі-

вняння  (4.3) неповне, тобто деякі його коефіцієнти дорівнюють нулю. 

Можливі такі випадки: 

 

1. 0.ByAx  .0C  Пряма проходить через початок координат   0;0O . 

2. 0.CAx  .0B    Пряма паралельна осі  .Oy  

3. 0.CBy   .0A    Пряма паралельна осі  .Ox  

4. .0CA    Пряма  0By   суміщається з віссю  ,Ox  тобто  0y   є рівняння 

осі  .Ox  

5. .0CB    Пряма  0Ax   суміщається з віссю  ,Oy  тобто  0x   є рівнян-

ням осі  Oy . 
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                                      Рівняння  прямої   “у відрізках” 

     

Нехай всі коефіцієнти  B,A  і  C   загального рівняння прямої 

0CByAx   відмінні від нуля. Тоді це рівняння можна записати у вигляді 

                                               ,1

B

C

y
    

A

C

x








          

і, прийнявши   ,
B

C
b   ,

A

C
a   отримаємо рівняння 

                                                     1
b

y

a

x
 ,                                                 (4.4) 

яке називається рівнянням прямої  “у відрізках”. 

            y  

                                                         Числа a  і  b  мають такий геометричний зміст: 

   b                                                    вони дорівнюють величинам відрізків, які  

                                                         відтинає пряма відповідно на осях  Ox  та  Oy   

                                           x           (відрізки відкладаються від початку  

                                                         координат). 

                     Рис.4.3                

                                            Канонічні і параметричні рівняння прямої 

 Положення прямої на площині відносно системи координат можна задати 

будь-якою точкою   oo y,xMo , що належить цій прямій, і напрямком прямої, 

тобто вектором   ,n;mS   колініарним цій прямій. Ненульовий вектор  S , 

який паралельний прямій, називається напрямним вектором прямої. Через точ-

ку  oo y,xMo  можна провести тільки одну пряму, паралельну вектору  S . 

Складемо її рівняння. 

                                                    Нехай   y,xM довільна точка прямої. 

       y                    M                  Тоді вектор   o0 yy;xxMoM   ко- 

              0M          S                    лінеарному вектору   ,n;mS   тобто ко- 

                                                     ординати цих векторів пропорційні: 

                                                                      ,
n

yy

m

xx 0o 



                     (4.5)                                                         

                         Рис. 4.4                                              

a
O

xO
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   aбо                                                              








ntyy

mtxx

o

0
.                         (4.6 )  

Рівняння (4.5) називається канонічним рівнянням прямої, а  (4.6) – її парамет-

ричними рівняннями. 

 

Рівняння  прямої, що проходить через дві задані точки 

 

 Нехай   111 y,xM  та   222 yxM дві точки прямої. Вони визначають 

напрямний вектор прямої   .yy  ;xxMMS 121221   Враховуючи те, 

що пряма проходить через точку   111 y;xM , отримаємо канонічне рівняння 

шуканої прямої, яку шукаємо 

                                             
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









                                          (4.7) 

Рівняння (4.7) називається рівнянням прямої, що проходить через дві точки  

 111 yxM  і   222 yxM . 

 

Рівняння прямої, що проходить через задану точку, 

у заданому напрямку 

 Нехай пряма задана точкою   000 y,xM  і кутом   , який вона утворює з 

додатним напрямком осі  Ox . Її канонічне рівняння  
n

yy

m

xx 00 



, якщо  

 

            y                      0M                            0m   можна записати у вигляді 

                                                                           00 yxx
m

n
y  ,  де 

                               S                                           ,cosssnpm ox   

                                                         x         sinssnpn oy  . Звідси  

                                                                        отримаємо, що  tg
m

n
 . 

                       Рис. 4.5 

                    

Тангенс кута   нахилу прямої до осі  Ox  називається кутовим коефіцієнтом 

прямої. Позначимо його через k . 

O
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                                                          tgk        .    

Тоді рівняння прямої набуває вигляду     00 yxxky  , або  

                                                      00 xxkyy  .                                   (4.8) 

Це рівняння називається рівнянням прямої, що проходить через задану точку у 

заданому напрямку. 

 Зауваження.   При змінному  k  рівняння  (4.8) є рівнянням пучка прямих 

з центром в заданій точці   000 y,xM . Пучком прямих на площині з центром у 

даній точці називається сукупність прямих, що проходять через цю точку. 

 

 

 

             Рівняння  прямої з кутовим коефіцієнтом 

 

                                                      Нехай пряма перетинає вісь  Oy   

                                                      відсікаючи від неї відрізок  b  (починаючи з  

                                                      початку  координат)  і   утворює    кут     

                                                      з додатнім на прямком осі  Ox . Знайдемо її 

                                                      рівняння. Шукана пряма проходить через  

                                                      точку   b,0M0  і має кутовий коефіцієнт 

                                                       tgk  . Тому її   рівняння  

             Рис. 4.6                                            0xkby  ,    або  

                                                    bkxy  .                                                   (4.9) 

Його називають рівнянням прямої з кутовим  коефіцієнтом. 

 Зауваження.  Якщо пряма  задана рівнянням  0CByAx  , то коли  

,0B   то  
B

C
x

B

A
y  ,  або  bkxy  ,  де  ,

B

A
k    

B

C
b


 . 

  

Кут  між  двома  прямими. Умови  паралельності  та 

перпендикулярності  прямих 

 

 а)  Нехай дві прямі задані  загальними рівняннями 

                 ,0CyBxA 111       .0CyBxA 222   

0M

y



b xO
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Кут   між двома прямими дорівнює кутові між їх нормальними векторами  

 111 B;An  і   .B;An 222   Маємо 

                               .
BABA

BBAA
nncoscos

2
2

2
2

2
1

1
2

2121
21

















          (4.10) 

Умова паралельності:  .
B

B

A

A

2

1

2

1   Умова перпендикулярності:  

.0BBAA 2121   

  

б)  нехай дві прямі задані канонічними рівняннями 

                              ,
n

yy

m

xx

1

1

1

1 



    .

n

yy

m

xx

2

2

2

2 



 

Кут  між двома прямими дорівнює кутові між їх напрямними векторами  

 111 n;ms   і   222 n;ms  . 

                        
2
2

2
2

2
1

2
1

2121
21

nmnm

nnmm
s,scoscos

















 .                  (4.11)                    

Умова паралельності:  
2

1

2

1

m

m

n

n
 . Умова перпендикулярності: .0mmnn 2121   

                                                                в)      нехай прямі задані рівняннями  

                                                                          з  кутовими коефіцієнтами: 

                                                                         11 bxky    і  22 bxky  , 

                                                                         2211 tgk   ,tgk   ,  

                                                                          де  1   і 2 кути нахилу  

                                                                          прямих до осі  Ox . 

                                                                Тоді, за теоремою про зовнішній  

                                                                x        кут трикутника маємо 12   .   

 

                      

                              Рис. 4.7                                                                                                               

                            Отже,  
21

12
12

tgtg1

tgtg
tgtg









 ,  

 

 



1 2

2l

1l

y

O
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                                             тобто      
21

12

kk1

kk
tg




 .                                (4.12) 

Умова паралельності:  .kk 21   Умова перпендикулярності: 
2

1
k

1
k   .        

(Якщо ,
2


   то  tg  не існує,  0kk1 21  ). 

 Зауваження.  Якщо   кут між прямими, то     також є кутом між 

ними. 

 

 П р и к л а д .  Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку  

 3 ,2M0  перпендикулярно до прямої  .1x5y   

Розв’язок. Кутовий коефіцієнт даної прямої  5k1  . Оскільки шукана 

пряма перпендикулярна до даної, то її кутовий коефіцієнт  
5

1

k

1
k

1

 . 

Рівняння прямої будемо шукати у вигляді   ,xxkyy 01   де  2x0  ,  

3y0  ,  
5

1
k  . 

                                     ,2x
5

1
3y   

                або  ,2x15y5        017y5x  . 

П р и к л а д  .  Знайти кут між прямими  1x2y    і  2x3y  .  

Розв’язок. Для обчислення кута між прямими використовуємо формулу 

                 ,
kk1

kk
tg

21

12




     3k  ,2k 21  . 

                ,
7

1

231

23
tg 




     .

7

1
arctg      

 Приклад. З’ясувати, чи будуть перпендикулярними прямі  

).2;0(),0;5(,1
52

BAякщоABта
yx
  

 Розв’язок.  Спочатку знайдемо кутовий коефіцієнт першої прямої. Він 

дорівнює .
2

5
1 k   Тепер знайдемо рівняння прямої .

02

0

50

5
.








 yx
AB  Звідки  

.
5

2
2 k   Отже .1121 kk  Тобто прямі не перпендикулярні. 
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Нормальне  рівняння прямої 

 

          y                                                        Положення прямої на площині мож- 

l                                                                   на визначити довжиною перпенди- 

                                                          куляра  ,pOP   опущеного  з по- 

                                                          чатку координат на пряму і  на- 

                                                                    хилу його до осі  Ox . Напрям пер- 

                                                          пендикуляра OP  визначається оди- 

                                                          ничним вектором нормалі прямої, 

          Рис.4.8                                    проведеним з початку координат, 

тобто вектором   sin;cosn
0  .  

Візьмемо на прямій довільну точку   y,xM  і позначимо через  r  її раді-

ус-вектор   y;xOMr  . Тоді  prпр 0n
 . З іншого боку,  












0

0n
n,rcosrrпр    00

n,rcosnr   0
nr  . Отже, pnr 0  ,  або  

                                                   0pnr 0  ,                                              (4.13) 

або,  в координатній формі, 

                                             0psinycosx   .                                 (4.14) 

  

Рівняння (4.14) називається нормальним рівнянням прямої.   Рівняння (4.13) за-

писано у векторній формі. 

 Зауважимо, що    1)  0p  ,  оскільки  p це відстань від початку коорди-

нат; 2) сума квадратів коефіцієнтів в рівнянні (4.14) дорівнює 1. 

 

Зведення загального рівняння прямої до нормального вигляду 

 

 

 Розглянемо загальне рівняння прямої 

                                                   0CByAx   

і зведемо його до нормального вигляду 

                                           0psinycosx   . 

p
0

n
M



x

P

O
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Щоб ці два рівняння були рівнозначні, достатньо, щоб їх коефіцієнти були про-

порційні: 

                                          






C

p

B

sin

A

cos
, 

або  C.p    -B,sin  ,Acos    

 Звідси визначаємо коефіцієнт пропорційності   

                                   .1sincosBA
22222    

Отже, 

                                                  
22

BA

1


 .   

Знак   за умовою  pC   має бути протилежний знакові C , оскільки  0p  . 

Число   називається нормувальним множником. 

Отже, щоб звести загальне рівняння прямої  0CByAx   до нормаль-

ного вигляду (4.14), потрібно помножити його на нормувальний множник. 

 

Відстань точки від прямої   

  Нехай в площині  Oxy  задана пряма нормальним рівнянням  

0pnr 0  . 

 і точка   000 yxM . Треба знайти відстань d   цієї точки від даної прямої. 

Під відстанню точки від прямої розуміємо довжину перпендикуляра, який опу-

щено з даної точки на дану пряму. 

                             y  

                                                                                0M        

                                                             

 

                                            

                                                                         

                                                        

                                                                                                      

                                                      Рис. 4.9 

 

O x

P

p

0r

Nr

N
0

n
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Як бачимо,   .NMпрd 00n
  З іншого боку, вектор ,rrNM N00                                  

де   00 OMr радіус-вектор точки   ONr  ,M N0 радіус-вектор точки  N , 

яка є основою перпендикуляра, опущеного з точки 0M  на пряму. Отже 

                                         0
N

0
000n

n,rn,rNMпр  . 

 Оскільки точка  N  лежить на даній прямій, то її радіус-вектор  Nr  задо-

вольняє рівняння прямої, тобто 

                                                        pnr 0
N  . 

Враховуючи це, отримаємо 

 

                                          .pnrNMпр 0
000n

  

Отже,     pnrd 00  . 

 Таким чином, відстань  d  точки від прямої виражається абсолютним зна-

ченням лівої частини нормального рівняння цієї прямої, в якому радіус-вектор 

цієї точки замінюємо радіусом-вектором даної точки. 

 Якщо пряма задана в координатній формі рівнянням  

   ,0psinycosx    то   

                                         psinycosxd 00   .                               (4.15) 

Якщо пряма задана загальним рівнянням  0CByAx  , то, щоб визначити 

d , треба рівняння знормувати, а потім підставити в його ліву частину коорди-

нати заданої точки, тобто 

                                            
22

00

BA

CByAx
d




 .                                       (4.16) 

 

 П р и к л а д .   Дано  трикутник ABC  , де       1,6C,2,2B,2,1A  . Обчис-

лити   довжину висоти CD . 

 Розв’язок . Запишемо рівняння сторони AB ,  ,
22

2y

12

1x









 або  

.
4

2y

1

1x







 Звідси  6-4xy   :AB    або  06yx4  . 
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 Обчислимо довжину висоти  CD . Для цього достатньо знайти відстань 

точки   1,6C  від прямої AB . На основі формули (4.16) маємо 

 

                                           .
17

19

116

61164
d 




  

 П р и к л а д.   Записати рівняння прямої, яка проходить через точку 

)3;3(A   та відтинає від першого координатного кута трикутник площею 18 кв. 

одиниць. 

 Розв’язок . Нехай bтаa  відповідно абсциса та ордината точок пе-

ретину нашої прямої з вісями координат. За умовою .36ab  Рівняння прямої  

“у відрізках” має вигляд .1
b

y

a

x
 Згідно з умовою задачи  .1

33


ba
Отже ма-

ємо систему двох рівнянь 












.
3

,36

ab
ba

ab

 Вирішуючи систему, отримуємо, що 

.6 ba  Таким чином, рівняння шуканої прямої буде  .6 yx  

 

5. КРИВІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

 

5.1.  Коло 

 

 Найпростішим представником кривих другого порядку є коло. 

Коло – це геометричне місце точок площини, однаково віддалених від 

сталої точки  b,aC , яка називається центром. 

Раніше ми вже показали, що рівняння кола с центром у точці   b;aM0  та 

радіусом  R  має  вигляд 

                                     222
Rbyax  .                                  (5.1) 

Розкриваючи дужки, маємо 

                                 0Rbaby2ax2yx 22222  , 

тобто коло є  рівнянням другого степеня відносно координат  x  та y . Але не 

всяке рівняння другого степеня є коло. Дійсно, розглядуючи останнє рівняння 

бачимо, що в рівнянні кола коефіцієнти біля квадратів  координат рівні, а добу-

ток координат  xy  відсутній. Отже, по вигляду даного рівняння другого степе-
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ня можна вирішити, чи є воно рівнянням кола, чи ні. Наприклад, рівняння 

04y4x4yx 22   ─ коло. Якщо ми хочемо побудувати це коло, ми по-

винні спочатку знайти координати його центра та радіус. Для цього необхідно 

привести дане рівняння до виду  (2.1), виділяючи повні квадрати відносно змін-

них:    ;42xx4x
22      42yy4y

22  . Тоді маємо 

    0442y42x
22

   або      42y2x
22
 . Тут   ,2a   

-2,b   2R  .  За цими даними можна побудувати коло. 

 

5.2  Еліпс 

 Еліпс – це геометричне місце точок площини, для яких сума відстаней до 

двох фіксованих точок 1F  і  2F  цієї площини, що називаються фокусами – є  

сталою. 

 Виберемо на площині декартову прямокутну систему координат таким 

способом: 

 

                          y                                                    За вісь  Ox  приймаємо пряму, 

                                                                                яка проходить через фокуси  1F     

                                                            x        та  2F , вибравши  на ній до- 

                                                                       датній   напрямок   від    2F  до  

                                                                               1F , а    початок     координат 

                                                                               помістимо   посередин  і між  

                         Рис. 5.1                                         фокусами.   Відповідно    до 

                                                                               вибраної   системи   координат  

фокуси будуть мати такі  координати  0;cF2   і  0;cF1 . 

 Нехай   y;xM довільна точка еліпса. Позначимо через  MFr 11   та  

MFr 22   відстані від точки  M  до точок  1F  та  2F  відповідно. Тоді  

  22
1 ycxr   ,     22

2 ycxr  . За означенням еліпса  додаток  

21 rr   є величина стала. Позначимо її через a2  (очевидно,  c2a2   тобто 

ca  ;  якщо  a2c2  , тоді еліпс вироджується у відрізок   21FF ). Отже, рів-

ність  a2rr 21   є необхідною і достатньою умовою розміщення точки 

 y,xM  на даному  еліпсі. В координатах ця рівність має вигляд 

 2r                        1r   

               
О
   

 0;cF2 

     

 0;cF1         

 0;cF2  

)0;c(F2  )0;c(F1

 y,xM
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                                  a2ycxycx
2222
 .                        (5.2)  

Рівняння (2.2) і є рівнянням еліпса в обраній системі координат. Звільняючись 

від радикалів у (2.2), отримаємо рівняння еліпса у найпростішому вигляді 

                                                ,1
b

y

a

x
2

2

2

2

                                                (5.3) 

де  222
cab  ,     ca  . 

 Рівняння  (2.3) називається канонічним рівнянням еліпса. 

 Враховуючи, що рівняння еліпса (5.3) утримує тільки квадрати координат  

x  і  y , робимо висновок, що осі координат є осями симетрії еліпса. Вісь симет-

рії еліпса, на якій знаходяться фокуси, зветься фокальною віссю. Точка перети-

ну осей  симетрії зветься центром еліпса. Для еліпса, який задається рівнянням 

(5.3) , фокальна вісь співпадає з віссю Ox , а центром є початок координат. Точ-

ки   0,aA1 ,  0,aA2  ,  b,0B1 ,  b,0B2   в яких еліпс перетинає осі коорди-

нат, називаються вершинами еліпса. 

 

                                                             

                                                                 1B  

                                        2d                                        1d  

                                                                                                          

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

                                                                                              

  

                                                                               

                                                            

 

 

                                                        Рис. 5.2  

 

 Відрізки  21 AA  і  21BB , які з’єднують протилежні вершини еліпса, а 

також їх довжини  a2   та  b2 , звуться відповідно великою та малою вісями елі-

пса. Еліпс – обмежена крива. Він увесь знаходиться всередині прямокутника 

by,ax  . Число  1
a

c
   називають ексцентриситетом еліпса (для 

            2r  

                             1r                       1A2A


a

x

2F 1F

2B

y
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кола 0c,ba   і 0 ). Дві прямі, які перпендикулярні до фокальної осі еліп-

са і знаходяться на відстані 


a  від його центра, тобто прямі  


ax  , назива-

ються директрисами еліпса. Вони мають такі властивості: 

відношення відстаней будь-якої точки еліпса до фокуса і відповідної ди-

ректриси є величиною сталою, яка дорівнює ексцентриситету   

                                        
2

2

1

1

d

r

d

r
. 

Якщо осі еліпса паралельні до осей координат, а центр еліпса міститься в точці 

)y;x(M 000 , то рівняння еліпса має вигляд 

.1
b

)yy(

a

)xx(

2

2
0

2

2
0 





 

 

5.3.  Гіпербола  

 

 Гіпербола – це геометричне місце точок площини, для яких абсолютна 

величина різниці відстаней від двох фіксованих точок  1F  і  2F  (фокусів) цієї 

площини є сталою (меншою за 21FF ).                         

 

 

                                                                                        

                                                          Рис.5.3 

Для виведення канонічного рівняння гіперболи цю сталу величину позначимо 

через a2  0a  , відстань між фокусами  0cc2  . Систему координат вибира-
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ємо так само, як і у випадку еліпса:  вісь  x0  проходе через фокуси  у напрямку 

від 2F   до  1F  , вісь Oy  поділяє відстань між фокусами навпіл. 

 Нехай   y;xM довільна точка гіперболи. За означенням гіперболи рів-

ність  a2rr 12   є необхідною і достатньою умовою розміщення точки 

 y,xM на даній гіперболі. У правій частині рівності треба вибрати знак 

“плюс” , якщо  12 rr  , і знак  “мінус”, якщо  12 rr  . Оскільки  

  22
1 ycxr  ,    22

2 ycxr  , то останню рівність можна записати 

у вигляді: 

                               a2ycxycx
2222

 .                         (5.4)  

 Рівність (2.4) і є рівнянням гіперболи в обраній системі координат. Знову, 

звільнюючись від радикалів у (2.4), отримуємо 

                                           1
ca

y

a

x
22

2

2

2




 . 

Через те, що  ac  ,  різниця  22
ac    додатня. Позначимо її через  2b . Тоді 

отримаємо 

                                             1
b

y

a

x
2

2

2

2

 ,                                                   (5.5) 

де  
222

acb  . 

Рівняння  (2.5) називається канонічним рівнянням гіперболи. 

 

 Оскільки рівняння гіперболи  (5.5) утримує тільки квадрати координат x  

і  y , робимо висновок, що осі координат є осями симетрії гіперболи. Вісь симе-

трії на якій знаходяться фокуси,  є фокальною віссю. Точка перетину осей си-

метрії – центр симетрії  ―  зветься центром гіперболи. Для гіперболи (5.5) 

фокальна вісь співпадає з віссю  Ox , а центром є початок координат. 

 Знайдемо точки перетину гіперболи з осями симетрії – вершини гіпербо-

ли:  при  0y   маємо  a x  . Отож, точки   0;aA1  і    0;aA2 вершини гі-

перболи, відстань між якими дорівнює  a2 . При  0x   маємо  

ibyby 22  , де  1i  , тобто для  y  ми отримуємо уявні значення. 

Це означає, що вісь  Oy  не перетинає гіперболу. 



 59 

 Вісь симетрії, яка не перетинає гіперболу, називається уявною віссю си-

метрії. Для гіперболи  (5.5) дійсною віссю є вісь  Ox ,  уявною – вісь  Oy . Відрі-

зок  21 AA , а також його довжина a2  звуться дійсною віссю гіперболи. Якщо на 

уявній осі симетрії відкласти в обидва боки від центра O  гіперболи відрізки 

1OB  та  2OB  довжиною b , то відрізок  21BB , а також його довжина b2  є уяв-

ною віссю гіперболи. 

 З рівняння  (5.5) витікає, що  1
a

x
2

2

 ,  тобто  x  може змінюватися в інте-

рвалі   a;  та   ;a . Коли  x  збільшується від  a  до  , то  y  теж збі-

льшується від  0  до  .  Крива розташовується поза полосою, яка обмежена 

прямими a x   і складається з двох окремих гілок. Для будь-якої точки  M  

одної з цих гілок  12 rr   і  a2rr 12     (права гілка), для будь-якої точки  M   

другої гілки  12 rr     і  a2rr 12   (ліва гілка). 

Для того, щоб ясніше уявити вид гіперболи, розглянемо дві прямі лінії, 

що тісно з нею зв’язані. Припустимо, що  0x   і  0y  , тоді рівняння (5.5) мо-

жна записати 

                     1
a

x

b

y

2

2

2

2

 ,  звідки   22 ax
a

b
y  .   

Порівняємо це рівняння з рівнянням  прямої лінії, що  x
a

b
y  . Будемо назива-

ти відповідними дві точки   y,xN  та  y,xM , які розташовуються відповідно 

на цій прямій і на гіперболі і які мають одну і ту ж абсцису x . Очевидно,  

yY   і різниця ординат відповідних точок дає відстань між ними, тобто  

yYMN  . 

 Покажемо, що при необмеженому віддаленні точки  x  по кривій від по-

чатку координат її відстань MN від прямої прямує до нуля. Насправді: 

 

                  




  2222 axx

a

b
ax

a

b
x

a

b
yYMN  

                                
22

2222

axx

axxaxx

a

b








 





 

 . 
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Тобто  
22 axx

ab
MN


 .  Ми бачимо, що якщо  x , то  0MN  , тобто 

коли точка  M , пересуваючись по гіперболі у першому квадранті, віддаляється 

у нескінченність, то її відстань до прямої  x
a

b
y   зменшується і прямує до ну-

ля. Теж саме будемо мати у третьому квадранті (внаслідок симетрії відносно 

початку координат O ). 

 Внаслідок симетрії гіперболи відносно осі  Oy  одержимо другу пряму  

x
a

b
y  , симетрично розташовану з прямою  x

a

b
y  , до якої також буде не-

скінченно наближатися точка M , яка рухається по гіперболі і віддаляється у 

нескінченність (у другому і четвертому квадрантах). Ці дві прямі лінії звуться 

асимптотами гіперболи і мають рівняння: 

                                       x
a

b
y      і     x

a

b
y  . 

 Очевидно, асимптоти гіперболи розташовуються по діагоналях прямоку-

тника, одна сторона якого паралельна осі  Ox  і дорівнює  a2 , а друга – парале-

льна осі  Oy  і дорівнює  b2 . Центр прямокутника знаходиться на початку 

координат. 

 Якщо  ab   гіпербола називається рівнобічною, її рівняння має вигляд 

222 ayx  , а асимптоти є  x y  . 

 Величина  
a

c
  (як і у випадку еліпса)  називається ексцентриситетом 

гіперболи. Через те, що  ac   ексцентриситет гіперболи  1 . 

 Прямі  


a
x  , які перпендикулярні до фокальної вісі гіперболи і розта-

шовані на відстані  


a  від її центра, називаються директрисами гіперболи, які 

відповідають  правому та лівому фокусам. Через те, що для гіперболи  1  ві-

дношення  a
a



;  директриси розташовуються між вершинами  1A  і  2A . 

 Як і для еліпса відношення відстані любої  точки гіперболи від фокуса і 

відповідної директриси є величина стала, що дорівнює ексцентриситету   .                                               
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Гіперболи 1
y

x

b

y
та1

b

y

a

x

2

2

2

2

2

2

2

2

   називають спряженими. Як-

що дійсна вісь гіперболи розміщується на прямій, паралельній вісі абсцис, а 

   точка )y;x(M 000  - центр гіперболи, то її рівняння має вигляд 

                                              .1
b

)yy(

a

)xx(

2

2
0

2

2
0 





                                                            

                                                                                     

                                                                   

5.4. Парабола 

 

 Парабола – це геометричне місце точок площини, рівновіддалених від фі-

ксованої прямої (директриси) і фіксованої точки (фокуса). 

                                                              

 

 

 Виберемо декартову систему координат таким способом:  вісь  Ox  про-

ведемо через фокус  F  перпендикулярно до директриси, вибравши  додатний 

напрямок від директриси до фокуса. Початок координат O  виберемо посереди-

ні відрізка осі  Ox  від точки F  до директриси, довжину якого позначимо через  

p . Величина  p  називається параметром параболи. Тоді координати фокуса 

будуть  







0;

2

p
F . Нехай   y,xM довільна точка параболи. Позначимо через  

r  відстань від  M  до  F , а через  d відстань від M  до директриси  ( MKd  ,  
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рис. 4.5 ).  Координати точки  







 y;

2

p
K . За означенням параболи  dr   або  

2
2

2

2

p
xy

2

p
x 

















 . Це співвідношення є необхідним і достатня 

умова розташування точки   y,xM  на даній параболі;  тому це рівняння є рів-

нянням параболи. Для того щоб надати йому більш простий вигляд, зведемо 

обидві його частини у квадрат 

4

p
pxxy

4

p
pxx

2
22

2
2  ,  звідки  

                                                  px2y 2  .                                                    (5.6) 

 Рівняння  (5.6) називається  канонічним рівнянням параболи. 

 Для того,  щоб дослідити форму параболи, помітим, що  x  в (5.6) не може 

приймати від’ємних значень, тому парабола розташована праворуч від осі Oy . 

Кожному значенню  x  відповідають два рівнопротилежні значення y : 

px2y  . Отже, парабола симетрична відносно осі Ox (осі параболи). Якщо 

0x  , два значення ординати однакові, тому вісь  Oy  дотикається до параболи 

на початку координат. Точка перетину параболи з віссю симетрії називається її 

вершиною. Отже, початок координат є вершиною параболи. Оскільки  за озна-

ченням параболи відношення  1
d

r
 , тому ексцентриситет параболи прийма-

ється  рівним одиниці. 

 Рівняння директриси параболи має вигляд:  
2

p
x  . 

Якщо парабола симетрична відносно вісі oy , а вершина міститься в точці 

)0;0(O , то її рівняння має вигляд 

                                                    .py2x
2                                                        (5.7)  

   Якщо парабола симетрична відносно прямої  ,0yy   а вершина містить-

ся в точці ),y;x(M 000  то її рівняння має вигляд 

                                           ).xx(p2)yy( 0
2

0                                       (5.8) 

   Якщо парабола симетрична відносно прямої  ,0xx   а вершина міститься 

в точці ),y;x(M 000  то її рівняння має вигляд 
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).yy(p2)xx( 0
2

0                                       (5.9) 

        

  П р и к л а д .  Скласти рівняння геометричного місця точок, для яких від-

ношення відстані до точки )5;2(A  та відстані до прямої  07 x  дорівнює  .
3

2
  

 Розв’язок. Візьмемо будь-яку точку ),( yxM  геометричного місця точок. 

За умовою MKде
MK

MA
,

3

2
 -відстань від прямої. 

 

У координатній формі це відношення має вигляд: 

3

2

)7(

)5()2(

2

22






x

yx
. 

Перетворюючи цей вираз отримаємо: 

 

.180)5(9)2(5
22  yx  

Звідки отримуємо 

1
20

)5(

36

)2(
22





 yx

. Це канонічне рівняння еліпса, піввісі якого 

20,6  ba  відносно нової системи координат з початком у точці )5;2(1 O . 
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Відзначимо, що розглянуті криві уявляють собою лінії перетину кругового ко-

нуса з площинами, які не проходять через його вершину (рис.5.5). 

 На основі результатів, які одержані раніше, ми можемо дати загальне 

означення конічного перерізу (еліпса, гіперболи, параболи): 

Конічний переріз – це геометричне місце точок, відношення відстаней 

яких до даної точки (фокуса) і до даної прямої (директриси) є величина 

стала   . При цьому:  для еліпса  1 ,  для параболи  1 ,  для гіпер-

боли  1 .   

 

 Отже, ми розглянули канонічні (найпростіші) рівняння кола, еліпса, гіпе-

рболи  та параболи. Ці рівняння є алгебраїчними рівняннями другого степеня. 

 Лініями другого порядку на площині називаються лінії, які в декартовій 

прямокутній системі координат зображаються рівняннями другого степеня ви-

гляду 

               0aya2xa2yaxya2xa 002010
2

2212
2

11  ,                 (5.10) 

якщо хоча б один з коефіцієнтів  221211 a,a,a  не дорівнює нулеві. Якщо  

,0aaa
2
122211   то рівняння (5.10) є рівнянням еліптичного типу;  при 

 0 гіперболічного типу, а при   0 параболічного типу. 

 Приклад. Написати  канонічне рівняння еліпса, якщо відомо:  

а) відстань між фокусами дорівнює 8, а мала піввісь ;3b   б) велика піввісь 

.5,0,6a    

 Розв’язок  

 а) за умовою задачі .3b,8c2   Із співвідношення  222
cab    зна-

ходимо .25169a
2   Отже, рівняння еліпса має вигляд 

;1
9

y

25

x
22

        

 б) згідно з умовою  .
2

1

a

c
,6a     Отже,  .3

2

a
c   Із співвідношення 

.27b,cab
2222   Тому рівняння еліпса має вигляд .1

27

y

36

x
22

     

 Приклад. Написати рівняння гіперболи, фокуси якої містяться на осі абс-

цис симетрично відносно початку координат, якщо відомо: 
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 а) рівняння асимптот x
3

4
y   і відстань між фокусами дорівнює 26; 

 в) відстань між директрисами  дорівнює ,
3

8
 а ексцентриситет  

 дорівнює .
2

3
 

 Розв’язок. Рівняння гіперболи має вигляд ,1
b

y

a

x

2

2

2

2

 де 

.cba
222   

За умовою .13c   З рівняння асимптот .
3

4

a

b
  Отже, для визначення a  і b  

маємо систему рівнянь 













.13ba

,
3

4

a

b

222















.
5

52
b

,
5

39
a

 

 Тому  1

5

52

y

5

39

x

2

2

2

2





















 - шукане рівняння гіперболи. 

     Приклад. Написати канонічне рівняння параболи, яка проходить через то-

чку ).4;2(M0  

 Розв’язок. Рівняння параболи має вигляд .px2y
2   Параметр p знайде-

мо з умови, що точка 0M  належить параболі, тобто .2p24
2   

Звідсі  .4p   Отже, x8y
2   - рівняння параболи. 

Приклад. Встановити, що рівняння 3xx
4

1
y

2   визначає параболу,  

знайти координати її  вершини і значення параметра  .p           

Розв’язок. Якщо виділити повний квадрат, то отримаємо 

2)2x(
4

1
y

2   або  ).2y(4)2x(
2   Параметр p  знаходимо з умови  

.4p2   Звідси .2p      Отже,  вершина  параболи  знаходиться  в  точці 

),;(M 220   а параметр .2p   
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Задачи для самостійної роботи 

 

Приклад. Написати рівняння прямої, яка проходить через точку )2;1(M   

перпендикулярно до вектора ).1;3(n   

Приклад.  Знайти кут між прямими  05yx3    і  .07yx2   

Приклад.  З’ясувати, чи є перпендикулярними прямі  07y15x6   і 

.03y4x10   

Приклад.  Звести рівняння прямої  06y3x2  до рівняння прямої у “відрі-

зках” і зробити рисунок. 

Приклад.  Задана пряма  .03y3x5   Знайти кутовий коефіцієнт прямої, 

яка: а) паралельна заданій прямій; б) перпендикулярна до заданої прямої. 

Приклад.  Точки     )1;12(C),5;6(B),1;0(A є вершинами трикутника. Напи-

сати рівняння висоти .CD  

Приклад.  Знайти відстань від початку координат до прямої .010y4x3   

Приклад.  Знайти відстань між прямими  07y3x4   і .03y3x4   

 

 

 

Зразок білета залікового модуля №3 

 

1. Побудувати прямі: 

а) .03x)в;010y5x2)б;
3

x
y                         (1 бал) 

2. Записати рівняння прямої, зображеної на рисунку. Обчислити відстань 

від початку координат до цієї прямої.                                     (1 бал) 
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3. З’ясувати, чи будуть паралельними прямі ,ABта1
2

y

2

x
  якщо  

)2;1(Bта)1;1(A  ?                                                             (1 бал)  

4.  Побудувати криву, задану рівнянням ,0x8y3
2   та знайти  

      відстань між її фокусом та директрисою.                                    (1 бал)     

5. Обчислити тангенс куту, створеного висотою BK та медіаною BM  

     трикутника  ABC , якщо ).7;9(Ста)1;7(B),5;1(A              (2 бали) 

6. Записати рівняння лінії, зображеної на рисунку.                         (2 бали) 

 

7. Скласти рівняння геометричного місця точок, для яких відношення відс-

тані від точки )5;2(A  та відстані до прямої 07x   дорівнює .
3

2
 Побудува-

ти лінію та навести її означення.                                                      (4 бали) 

 

 

 

6. МОДУЛЬ 4. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ У ПРОСТОРІ 

 

6.1. Площина. Загальне рівняння площини 

 Нехай у просторі задана прямокутна декартова система координат Oxyz , 

а  0000 z,y,xM задана точка на площині (рис.6.1  );   n вектор, який не до-

рівнює нулю і перпендикулярний до площини. Складемо рівняння цієї площи-

ни. Довільна точка   z,y,xM  буде належати до площини, якщо вектори MM0  

і  n  ортогональні, тобто їх скалярний добуток дорівнює нулю. 

                                                            0n,MM0  .                                             (6.1) 
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                                                        Рис.6.1 

         

 Нехай C,B,A координати вектора  n  відносно базиса k,j,i . Через те, 

що вектор  MM0  має координати  MM 0   000 zz;yy;xx  ,рівняння 

(6.1) приймає вигляд  

                                0zzCyyBxxA 000                                (6.2) 

Це і є рівняння площини, що проходить через точку   0000 z,y,xM   перпен-

дикулярно вектору   C,B,An  .  

 П р и к л а д . Записати рівняння площини, яка проходить через точку 

)1;5;2( A  перпендикулярно до вектора ,OA   ).0;0;0(O  

  Розв’язок. Знайдемо координати вектора ).1;5;2( OA  Згідно (6.2) має-

мо рівняння прямої .0)1()5(5)2(2  zyx  Остаточно маємо: 

.03052  zyx  

 Як бачимо, рівняння площини лінійне. Легко довести і обернене твер-

дження. Нехай задано довільне лінійне рівняння 

                                        0DCzByAx  ,                                          (6.3)  

                    ( C,B,A одночасно не дорівнюють нулю). 

 Нехай  0000 z,y,xM  деяка точка, координати якої задовольняють рів-

няння (6.3) 

                                      0DCzByAx 000  .                                     (6.4) 

Віднімаючи від рівняння (3.3) тотожність (3.4), одержуємо рівняння  

0M

O
y

x

z

n

M
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                                       0zzCyyBxxA 000  ,                    (6.5) 

яке  еквівалентно рівнянню (6.3). 

 Нехай  n вектор з координатами  C,B,A  відносно базиса k,j,i  

  C,B,An  ,  0M точка з координатами  000 z,y,x  і  M точка з координа-

тами  z,y,x . Тоді равняння (3.5) можна записати в еквівалентній формі                     

                                                      ,0n,MM0                                             (6.6) 

а це і є рівняння площини (6.1). 

 Зауважимо, що коефіцієнти  C,B,A  при  z,y,x  в рівнянні (6.3) є коор-

динати вектора, який перпендикулярний до площини. 

 Таким чином, площина, яка визначається  загальним рівнянням (6.3), ор-

тогональна вектору   C,B,An  . Цей вектор називають нормальним вектором 

площини (6.3). 

 Рівняння (6.3) називають загальним рівнянням площини. 

 Загальне рівняння (6.3) називають повним, якщо всі його коефіцієнти 

C,B,A  і D  не дорівнюють нулю. Якщо хоча б один з цих коефіцієнтів дорів-

нює нулю, рівняння називають неповним. 

 Повне рівняння площини  (6.3) можна записати у вигляді 

  

                                              ,1
c

z

b

y

a

x
                                                  (6.7) 

де  
C

D
c

,B

D
b,

A

D
a  . 

 Рівняння (6.7) називається рівнянням площини у “відрізках”. Числа c,b,a  

мають простий геометричний зміст: вони дорівнюють величинам відрізків, які 

відтинає площина на осях Oz,Oy,Ox  відповідно (відрізки відлічуються від по-

чатку координат). 

 З вищесказаного ми бачимо повну аналогію з прямою на площині (дода-

ється лише ще одна змінна). 

 Тому нормальне рівняння площини має вигляд 

                             0pcoszcosycosx   ,                                 (6.8) 

де  p відстань площини від початку координат;   ,, кути нахилу перпен-

дикуляра до площини, який проходе через початок координат. 
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 Для приведення загального рівняння площини (6.3) до нормального ви-

гляду (6.8) необхідно помножити рівняння (6.3) на нормувальний множник 

222
CBA

1


 ,  знак якого має бути протилежний знаку вільного члена 

D  в загальному рівнянні площини (6.3). 

 

 Відхилення  d  точки  1111 z,y,xM  від площини обчислюється за фор-

мулою 

                          pcoszcosycosxd 111   .                              (6.9) 

Таким чином, щоб знайти відхилення  d  точки   1111 z,y,xM  від площини, 

треба в ліву частину нормального рівняння площини підставити замість поточ-

них координат  z,y,x  координати  111 z,y,x  даної точки  1M . 

 Для обчислення відстані точки від площини треба взяти абсолютну вели-

чину одержаного відхилення. 

 Відзначимо, що відхилення буде додатнім, якщо точка і початок коорди-

нат знаходяться з різних боків від площини, і  від’ємним, якщо вони знаходять-

ся по один бік від площини. 

 

Рівняння площини, яка проходе через три різні точки, 

що не належать одній прямій 

 

 Виведемо рівняння площини, яка проходе через три різні точки 

 1111 z,y,xM ,   2222 z,y,xM  та   3333 z,y,xM  і які не належать одній 

прямій. За умовою вектори   12121221 zz,yy,xxMM   та  

31 MM  131313 zz,yy,xx   не колінеарні, а звідси будь-яка точка  

 z,y,xM  буде лежати в одній площині з точками  321 M,M,M  тоді і тільки 

тоді, коли  вектори  3121 MM,MM  і   1111 zz,yy,xxMM   компла-

нарні, тобто тоді і тільки тоді, коли змішаний добуток цих трьох векторів дорі-

внює нулю. 

 Використовуючи вираз змішаного добутку у координатах, отримуємо не-

обхідну і достатню умову приналежності точки   y,xM  до указаної площини 

у вигляді: 
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                              0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111









.                                (6.10)  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

Рівняння першого степеня (6.10) і є рівнянням площини, яку ми розшукуємо. 

 

Кут між двома площинами. Умови паралельності 

та перпендикулярності площин 

 

 Нехай дві площини задаються загальними рівняннями 

  

0DzCyBxA 1111       і   0DzCyBxA 2222  . 

 

Кутом між двома площинами будемо називати будь-який з двох суміжних дво-

гранних кутів, утворених цими площинами. Очевидно, питання про визначення 

кута між вказаними площинами сходить до визначення кута між їх нормальни-

ми векторами. Оскільки  111 C,B,A координати вектора  1n , перпендикуляр-

ного до першої площини, а  222 C,B,A координати вектора  2n , 

перпендикулярного до другої площини, то за визначенням скалярного добутку  

  cosnnn,n 2121   отримаємо 

                           
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
cos




 .        (6.11) 

 

 Умова паралельності площин еквівалентна умові колінеарності векторів 

1n  та  2n  і має вигляд 

                                                    
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .                                      (6.12) 

 Умова перпендикулярності площин може бути отримана з формули (6.11) 

(при 0cos  ), або визначена рівністю нулю скалярного добутку векторів  1n  

та  2n : 

                                             0CCBBAA 212121  .                           (6.13) 
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6.2. Пряма лінія у просторі. Канонічні та параметричні 

рівняння прямої 

 

 Ми вже домовилися називати будь-який ненульовий вектор, який парале-

льний даній прямій, напрямним вектором цієї прямої.  

 Виведемо рівняння прямої, яка проходе через дану точку простору  

 1111 z,y,xM  і яка має заданий напрямний вектор   n,m,lq  . 

                  z                            M               Точка   z,y,xM  належить до вказа- 

                              1M                               ної прямої тоді і тільки тоді, коли вектор 

                                               q                  1111 zz,yy,xxMM                  

                  O                                  y         та   n,m,lq   колінеарні, тобто то-             

                                                                  ді і тільки тоді, коли координати цих 

  x                    Рис.  6.2                            векторів пропорційні 

                                                                
n

zz

m

yy

l

xx 111 






.                      (6.14) 

 Рівняння  (6.14) і є рівняння прямої, яку ми розшукували і яка проходе 

через точку  1111 z,y,xM  і колінеарні вектору   n,m,lq  . Ці рівняння 

звуться канонічними рівняннями прямої у просторі. 

 Зауважимо, що в канонічних рівняннях  (6.14) усі три числа n,m,l  одно-

часно не можуть дорівнюватися нулю, тому що вектор   n,m,lq   ненульо-

вий. Через те, що будь-яку пропорцію  
d

c

b

a
  ми розуміємо як рівність bcad  , 

тому рівність нулю одного із знаменників у  (6.14) означає рівність нулю відпо-

відного чисельника.  Наприклад, нехай  ,0l  а  0n  . Тоді з пропорції  

n

zz

l

xx 11 



,  яка еквівалентна рівності      lzznxx 11  ,  дістанемо, 

що  0xx 1  .  

 Якщо в рівняннях  (6.14) кожне з відношень прирівняти якомусь числу t , 

то отримаємо 
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n
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Звідки дістанемо                                 














ntzz

mtyy

ltxx

1

1

1

.                                         (6.15) 

Рівняння (6.15)  звуться параметричними рівняннями прямої у просторі, а число  

t параметром. 

 Тепер запишемо рівняння прямої, яка проходить через дві різні точки 

 1111 z,y,xM  і   2222 z,y,xM . Нехай напрямним вектором буде век-

тор  12121221 zz,yy,xxMM  , а пряма проходить через точку 

 1111 z,y,xM . Тоді,  згідно з  (6.15), отримуємо 

 

                                     
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














 .                     

 

Пряма, як лінія перетину двох площин. Загальні 

рівняння прямої у просторі 

 

 Нехай у канонічних рівняннях прямої 

 

                                           
n

zz

m

yy

l

xx 111 






                                (6.16) 

коефіцієнт  n  не дорівнює нулю, тобто пряма не паралельна площині xOy . За-

пишемо ці рівняння окремо у такому вигляді: 

                               ,
n

zz

l

xx 11 



 

n

zz

m

yy 11 



. 

Ці рівняння цілком визначають пряму. Але кожне із цих рівнянь окремо визна-

чає площину, причому, перша з них паралельна осі  Oy , а друга – осі Oy . 

 Якщо б коефіцієнт  n  дорівнював нулю, то обов’язково хоч би один з 

двох других коефіцієнтів, наприклад  l , не дорівнював би нулю, тобто пряма не 

була б паралельно площині  yOz . У цьому разі ми змогли б означити її рівнян-

нями площин, записав їх у канонічному вигляді: 

                                ,
m

yy

l

xx 11 



      

n

zz

l

xx 11 



. 
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Таким чином, будь-яка пряма може бути виражена рівняннями двох площин, 

які проходять через неї. Будь-які дві з них, перетинаючись, визначають пряму у 

просторі. 

 Отже, будь-які дві не паралельні між собою площини, які задані загаль-

ними рівняннями  

                                          








0DzCyBxA

0DzCyBxA

2222

1111
                           (6.17) 

визначають пряму їх перетину. 

           Рівняння (6.17), які  розглядаються сумісно, звуться загальними рівнян-

нями прямої.  

 Покажемо, як пряму, задану рівняннями (6.17) двох різних і не паралель-

них площин привести до канонічного виду (6.16). Для цього треба: 

 1)  знайти координати однієї з точок прямої   1111 z,y,xM , через яку 

проходе пряма (3.17); 

 2)  напрямний вектор   n,m,lq   прямої  (6.17) . 

 Координати точки  1M  легко знайдемо із системи (6.17), вибираючи одну 

з координат довільно, а дві інші – після вирішення системи (6.17) відносно ко-

ординат, які залишились. 

 Щоб знайти напрямний вектор прямої, зауважимо, що цей вектор, що на-

правлений вздовж лінії перетину даних площин, повинен бути перпендикуляр-

ним до обох нормальних векторів  1111 C,B,An   та   2222 C,B,An   цих 

площин. Його знайдемо як векторний добуток нормальних векторів  1n  і  2n  

                                          

222

11121

CBA

CBA

kji

nnq   .                         (6.18) 

Таким чином, для канонічних рівнянь прямої (6.16) за  111 z,y,x  можна взяти 

будь-який розв’язок системи  (6.17), а за  n,m,l  числа:                            

;
CB

CB
l

22

11
    ;

CA

CA
m

22

11
     

22

11

BA

BA
n  . 

 

 П р и к л а д .   Привести до канонічного виду рівняння прямої  

                             0zy3x2  ,   04z2yx3  . 

 Розв’язок.   Вибираємо довільно одну з координат. Нехай, наприклад, 
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                               1z  .  Тоді    








6yx3

4y3x2
 , звідки  .0y,2x   

 Таким чином, ми маємо точку   1;0;2M , яка належить до прямої. Знай-

демо тепер координати напрямного вектора: 

  

      

213

13221





kji

nnS                  .5l;516
21

13
l 




                

  .7m;734
23

12
m 


           .11n;1192

13

32
n 


  

Канонічні рівняння прямої будуть: 

                                              
11

1z

7

y

5

2x 



. 

 

Кут між двома прямими у просторі. Умови паралельності та перпен-

дикулярності прямих 

 

 Нехай дві прямі 1L  і  2L  у просторі задані своїми канонічними рівняння-

ми: 

                  
1

1

1

1

1

1

n
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m

yy

l

xx 






    і  

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 






. 

Тоді задача визначення кута між цими прямими сходить до визначення кута   

між їх напрямними векторами   1111 n,m,lq   і   2222 n,m,lq  . Використо-

вуючи визначення скалярного добутку векторів 1q  і  2q  у координатній формі,  

дістанемо 

                        
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

nmlnml

nnmmll
cos




 .             (6.19) 

Умова паралельності прямих 1L  і  2L  еквівалентна умові колінеарності  векто-

рів  1q  і  2q  і має вигляд: 
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2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
 .                                       (6.20) 

 Умова перпендикулярності прямих  1L  і  2L  може бути отримана з фор-

мули (3.19) (при 0cos  ), або  визначена рівністю нулю скалярного добутку 

векторів 1q  та  2q  

                                              0nnmmll 212121  .                               (6.21)  

 

 П р и к л а д .  Скласти рівняння  прямої лінії, яка проходить через задану 

точку  1;1;2M1  ,  паралельно прямій  
3

1z

2

5y

1

3x 








. 

 Розв’язок.  Рівняння прямої, яку ми розшукуємо, можна записати у ви-

гляді 

                                           
1

1

1

1

1

1

n
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l

xx 






. 

Оскільки ця пряма паралельна даній, то маємо 

                                                     
3

n

2

m

1

l 111 


 . 

Звідки можна взяти  .3n,2m,1l 111   

Отже рівняння прямої, яку ми розшукували, будуть: 

 

                                              
3

1z

2

1y

1

2x 








. 

 

Умови, при яких дві прямі належать до однієї площини 

 

 Дві прямі у просторі  1L  і  2L  можуть:   1) перетинатися;  2) бути парале-

льними;  3) бути перехресними.  У перших двох випадках прямі 1L  і  2L  нале-

жать до однієї площини. 
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 Дістанемо умови, при яких дві прямі, які задані канонічними   рівняннями      

1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 






  і  ,

n

zz

m

yy

l

xx

2

2

2

2

2

2 






 належать до однієї пло-

щини. 

 Очевидно, що для приналежності двох даних прямих до однієї площини 

необхідно і достатньо, щоб три вектори 

 ,zz,yy,xxMM 12121221   1111 n,m,lq   та   2222 n,m,lq   були 

компланарні. Для цього, в свою чергу, необхідно і достатньо, щоб змішаний 

добуток цих векторів дорівнював нулю. В координатній формі необхідна і дос-

татня умова  приналежності двох прямих до однієї площини буде виглядати 

так: 

 

                                       .0

nm     l

nm     l

zzyyxx

222

111

121212





                       (6.22) 

 

 Якщо прямі  1L  і  2L  задовольняють умові  (6.22), то вони або перетина-

ються, або паралельні. Оскільки  умова паралельності прямих має вигляд (6.20), 

то для перетинання двох прямих 1L  і  2L  у просторі необхідно і достатньо, 

щоб виконувалась умова (6.22) і щоб не  виконувалася хоча б одна з пропорцій  

2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
 .   

 

6.3. Пряма лінія та площина у просторі 

 

Кут   між прямою та площиною. Умови паралельності і 

перпендикулярності прямої і площини 

 Розглянемо площину, яка задана загальним рівнянням  

                                 0DCzByAx  ,                                                                          

 



 78 

та пряму, яка задана канонічним рівнянням                                                                                         

                                    

n
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yy

l

xx 111 






 

 

 

                                                              Рис. 6.3 

 Кут між прямою і площиною – це гострий кут    між прямою та її проек-

цією на площину (рис.6.3).  Оскільки цей кут доповнює до 
2


 кут   між на-

прямним вектором прямої   n,m,lq   і нормальним вектором площини  

 C,B,An  , тобто  


 
2

 і   sincos  . Використовуючи визначення 

скалярного добутку векторів  n  і  q  у координатній формі, дістанемо формулу 

                                 
222222 nmlcBA

CnBmAl
sin




 .                (6.23) 

 Пряма і площина паралельні, якщо перпендикулярні вектори  n  і  q , тоб-

то умова паралельності прямої та площини має вигляд 

                                               0CnBmAl  .                                       (6.24) 

Якщо вектори n  і  q  паралельні, то пряма буде перпендикулярна до площини, 

тобто умовою перпендикулярності прямої і площини є 

                                                     
n

C

m

B

l

A
 .                                           (6.25) 

 П р и к л а д.  Чи будуть перпендикулярними площина  0824  zyx  та 

пряма );;(B),;;(Aякщо,AB 931523 ? 
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Приклад. Знайти кут між прямими 

.2,22,1
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tztytxi

zyx











 

 Розв’язок. Щоб застосувати формулу (6.19), необхідно рівняння другої 

прямої перевести в канонічні . Оскільки  ,
22

2
1









zy
xt  то канонічні рів-

няння другої прямої мають вигляд ,
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 zyx
 тому 

.
4

3

4
)

2

2
arccos(,

2

2

92
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 звідки  

                                 Перетин прямої  та площини 

 

 Нехай пряма і площина задані рівняннями 

                   
n
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m

yy

l

xx 111 






   та   0DCzByAx  . 

 Координати точки перетину прямої лінії з площиною повинні одночасно 

задовольняти вказаним рівнянням, а тому для їх обчислення треба  сумісно ви-

рішити ці рівняння, враховуючи, що y,x та z невідомі. Записуючи канонічні 

рівняння прямої у параметричному вигляді з невідомим параметром t , отриму-

ємо систему чотирьох рівнянь з чотирма невідомими: 

                                





















.0DCzByAx

ntzz

mtyy

ltxx

1

1

1

                                             (6.26) 

 

Підставляючи значення  z,y,x  з перших трьох рівнянь в четверте рівняння 

(6.26), отримаємо 

 

                                  0ntzCmtyBltxA 111  . 
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 Звідки знаходимо 

                                         
CnBmAl

DCzByAx
t 111




 .                             (6.27) 

 

Підставивши знайдене значення  t   у вираз для  y,x  та  z , отримаємо коорди-

нати точки перетину прямої та площини, які ми розшукували. 

 Якщо  0CnBmAl  , то  t  має скінченне значення;  отже в цьому разі 

пряма перетинає площину.  

 Якщо 0DCzByAx,0CnBmAl 111  , то пряма паралельна 

площині (за умовою першої рівності), а точка   111 z,y,xM , через яку проходе 

пряма, не належить до площини, отож пряма не має ні одної спільної точки з 

площиною. 

 Якщо ж 0DCzByAx,0CnBmAl 111  , то пряма парале-

льна площині (за умовою першої рівності) і проходе через точку   111 z,y,x , 

яка належить до даної площини (за умовою другої рівності). Отож, пряма ціл-

ком належить до площини. 

 П р и к л а д. Скласти рівняння перпендикуляра, опущеного з точки 

)5;3;1(M на пряму  .
1

5,2

26

30






 zyx
 

 Розв’язок. Рівняння площини, яка проходить через точку )5;3;1(M пер-

пендикулярно до прямої  
1

5,2

26

30






 zyx
 має вигляд: 

0)5()3(2)1(6  zyx  або  .0726  zyx  Знайдемо точку перетину 

даної площини із даною прямою. Для цього необхідно розв’язати систему рів-

нянь: 
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 Одержимо точку  )7;9;3(1 M . Шуканий перпендикуляр – це пряма, що 

проходить через дві точки )5;3;1(M і  )7;9;3(1 M .Запишемо його рівняння  

.
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3

3
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1

12
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1 



















 zyx
або

zyx
 

 

                                           Рівняння пучка площин 

 

 Нехай рівняння даної прямої є 

                      ,0DCzByAx       0DzCyBxA 1111  . 

 Складемо рівняння першого степеня 

                        0DzCyBxADCzByAx 111   ,            (6.28) 

яке при будь-якому значенні сталого    визначає площину. Якщо точка нале-

жить до даної прямої, то її координати разом задовольняють обидва рівняння 

цієї прямої і відповідно рівняння (6.28) при будь-якому значенні   . Таким чи-

ном, рівняння (6.28) визначає площини, які  проходять через дану пряму. Обер-

нено, усяка така площина визначається одною точкою  1111 z,y,xM , яка не 

належить даній прямій лінії, значення сталого   , відповідного цій площині, 

знайдуться з умови: 

                     0DzCyBxADCzByAx 1111111111   , 

якщо тільки   

                                         0DzCyBxA 1111111   . 

 Таким чином, рівняння  (6.28) при відповідному виборі    визначає будь-

яку площину, яка проходить через задану пряму, за винятком лише однієї із цих 

заданих площин, а саме 

                                          0DzCyBxA 1111  . 

 Пучком площин називають сукупність всіх площин, які проходять через 

дану пряму. 

 Тоді рівняння (6.22) є рівнянням пучка площин, тому що воно визначає 

всі площини пучка (крім другої з даних площин). 
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 П р и к л а д .  Скласти рівняння площини, яка проходе через пряму 

0zyx  ,  01zyx   і точку   1;1;1  . 

 Розв’язок.   Рівняння будь-якої площини, яка проходе через дану пряму, є 

                                 01zyxzyx   . 

Оскільки площина, яку ми розшукуємо, проходе через точку    1;1;1  , то 

                                 
2

3
;01111111   . 

Рівняння площини, яку ми розшукуємо, буде 

                                         01zyx
2

3
zyx  . 

                                    03z3y3x3z2y2x2  . 

 Остаточно                               03zyx5  .        

Задачи для самостійної роботи 

  Приклад.  Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

)1;1;2(M   перпендикулярно до вектора  ).3;2;1(a   

      Приклад.  Площина проходить через точки )1;2;1(M1   та )1;2;3(M2   

 і відтинає на осі ординат  відрізок  .3b   Скласти рівняння цієї прямої у 

  “відрізках”. 

        Приклад.  Скласти рівняння площини, що проходить через точки 

   ).3;3;2(M),6;2;5(M),4;0;3(M 321   

         Приклад. Обчислити відстань від точки )2;1;1(M   до площини 

 .011z6y3x2   

        Приклад.  Обчислити відстань між паралельними площинами 

 .04z3y2x6і09z
2

3
yx3   

             Приклад.  Скласти канонічні і параметричні рівняння прямої, яка 

  проходить через точку )1;2;3(M  паралельно до вектора  ).4;1;2(s   

  Приклад.  Знайти напрямні косинуси прямої .
1

2z

2

1y

5

1x










 

 Приклад.  Скласти канонічні і параметричні рівняння прямої, яка 

   проходить через дві точки  )1;2;1(Mта)1;2;3(M 21   . 
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Приклад.  Звести до канонічного вигляду загальне рівняння прямої 

 









.04z5y2x3

,04z3y2x
 

Приклад.  Знайти кут між прямими 
1

3z

0

5y

1

2x 








  і 

.t2z,2t2y,1tx   

Приклад.  Знайти кут між прямою  t1z,t25y,t9x    і 

площиною  .07z2y2x4   

Приклад.  Знайти точку перетину прямої   
1

1z

1

2y

2

1x










 

 І  площини  .03zy2x3   

Зразок білета залікового модуля №4 

1. Побудувати площини : 

.04zyx2)б,05zx)а                                                 (1 бал) 

          2. Записати рівняння прямої, яка проходить через точку  );;(M 531   пер-

пендикулярно до площини  .03z5y2x                                           (1 бал) 

                                                 

         3. Чому дорівнює кут між прямими 
6

5z

3

3y

2

1x 








 та















.1

,2

,13

tz

ty

tx

      ?   

                                                                                                                        (1 бал)                                                                                                                                                              

4. З’ясувати, чи будуть перпендикулярними площини 0z2y2x   та  

03z2y2x2  ?                                                                                      (1 бал)    

5. Записати канонічні рівняння прямої








.01zyx2

,03z7y5x3
         (2 бали)   

6. Знайти відстань між площинами 05z2y3x6      та    

.09z2y3x6                                                                                        (2 бали)    

 7. Знайти відстань між прямими .
2

3

4

1

3

7

24

1

3

2 











 zyx
та

zyx
                                                   

                                                                                                                        (4 бали) 
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