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ВСТУП 
 

Оновлення програми для студентів зі спеціальності 131 – «Металургія» 
(за спеціалізаціями «Ливарне виробництво чорних і кольорових металів і 
сплавів» та «Литво (за видами)»), а також зменшення часів аудиторних занять 
передбачає новий підхід до викладання матеріалу з дисципліни «Вища 
математика». 

У шостій частині навчального посібника викладено матеріал розділу 
вищої математики: «Диференціальні рівняння вищих порядків». Основні 
теоретичні положення, формули та теореми ілюструються докладним 
розв’язанням великої кількості задач різного ступеня складності з їх повним 
аналізом. Для ефективності засвоєння матеріалу пропонуються завдання для 
самостійної роботи. 

Посібник складено згідно з робочою програмою дисципліни, матеріал 
подається у звичній для студентів формі – спочатку теорія, а потім роз’язання 
прикладів та задач. Кожна частина посібника відповідає матеріалу дисципліни 
однієї чверті аудиторних занять, що робить посібник більш зручним у 
використанні. 

Автори посібника сподіваються, що ця робота буде корисною для 
кожного студента. 
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ЛЕКЦІЯ 20. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ. 
ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ. РІВНЯННЯ, ЩО ДОПУСКАЮТЬ ЗНИЖЕННЯ 

ПОРЯДКУ 
 

20.1 Загальні поняття та означення 
 
Якщо диференціальне рівняння містить похідну більш ніж першого 

порядку, то воно називається  рівнянням вищого порядку. 
Розглянемо спочатку диференціальне рівняння другого порядку, яке має 

загальний вигляд 
  0 y,y,y,xF .                                                   (20.1) 

Якщо це рівняння можна розв’язати відносно другої похідної, то його 
записують так: 

,                                                     (20.2) 
де x  - незалежна змінна,  xyy   - шукана функція, y , y   - похідні цієї 
функції. 

Розв’язком рівняння (20.2) на інтервалі  b,a  називається така функція 
 xy  , диференційована на цьому інтервалі, яка при підстановці в рівняння 

(20.2) перетворює його на тотожність. 
Загальним розв’язком рівняння (20.2) називається така функція 
 21 C,C,xy  , яка, по-перше, є розв’язком рівняння (20.2) при будь-яких 

значеннях довільних сталих 21 C,C , по-друге, якими не були б початкові умови  

,                                                          (20.3) 

    , 

існують єдині значення довільних сталих 0
22

0
11 CC,CC   , такі, що функція 

 00
21

C,C,xy   є розв’язком рівняння (20.2) та задовольняє початкові умови 

(20.3). 

 Будь-який розв’язок  00
21

C,C,xy    рівняння (20.2), отриманий із 

загального розв’язку при конкретних значеннях довільних сталих 
0
22

0
11 CC,CC  , називається частинним розв’язком цього рівняння. 
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Розв’язки рівняння (20.2) вигляду   021 C,C,y,x  та 

  000
21
C,C,y,x  називаються загальним та частинним інтегралами 

рівняння (20.2) відповідно. 
Графік будь-якого розв’язку диференціального рівняння другого порядку 

називається інтегральною кривою. Загальний розв’язок диференціального 
рівняння (20.2) представляє сім’ю інтегральних кривих, частинний розв’язок – 
одну інтегральну криву, що проходить через точку  000 y,xM  та має дотичну в 

цій точці з кутовим коефіцієнтом   00 yxy  . 

Як і для диференціальних рівнянь першого порядку, задача, яка полягає у 
відшуканні частинного розв’язку диференціального рівняння другого порядку 
при заданих початкових умовах, називається задачею Коші. 

 
Теорема 20.1. (про існування та єдинність розв’язку задачи Коші) 
Якщо в рівнянні (20.2) функція  y,y,xf   та її частинні похідні yf   та yf   

неперервні у деякій відкритій області D  то для будь-якої точки   Dy,y,x 000  

існує єдиний розв’язок  xy   рівняння (20.2), що задовольняє початкові 
умови (20.3). 

Аналогічні поняття та означення вводяться для диференціальних рівнянь 
n- го порядку. Загальний вигляд диференціального рівняння n- го порядку: 

                                                 (20.4) 
або, якщо розв’язати його відносно найвищої похідної: 

.                                                 (20.5) 
Порядок диференціального рівняння визначає порядок старшої похідної, 

що до нього входить. 
Початкові умови для диференціальних рівнянь n- го порядку мають 

вигляд 

,                                                          (20.6) 

    , 
    ………… 

    . 
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Розв’язком диференціального рівняння (20.4) на інтервалі  b,a  

називається функція  xy  , диференційована на цьому інтервалі, яка при 
підстановці в рівняння (20.4) перетворює його на тотожність. 

Загальним розв’язком рівняння (20.4) називається функція 

 nC,...,C,C,xy 21 , що містить n  довільних сталих та є розв’язком 

рівняння (20.4) при будь-яких значеннях сталих nC,...,C,C 21 . 

Частинний розв’язок диференціального рівняння (20.4) отримується із 

загального при конкретних значеннях довільних сталих nC,...,C,C 21  таким 

чином, щоб задовольнити початкові умови (20.6).  
 З погляду геометрії загальний розв’язок диференціального рівняння n-го 

порядку є сім’єю інтегральних кривих, що залежать від параметрів 

nC,...,C,C 21  (для диференціальних рівнянь першого порядку тільки від одного 

параметра C  [Лекція 17]), а частинний розв’язок – це окрема крива з цієї сім’ї. 
Якщо неможливо отримати загальний (частинний) розв’язки 

диференціального рівняння (20.4) у явному вигляді, то отримані неявні функції 

  021 nC,...,C,C,y,x  та   0000
21

nC,...,C,C,y,x  називають  відповідно 

загальним та частинним інтегралами диференціального рівняння. 
Методи знаходження розв’язків диференціальних рівнянь вищих порядків 

набагато складніші за методи розв’язання рівнянь першого порядку. Тому 
розглянемо лише окремі, найпростіші випадки диференціальних рівнянь вищих 
порядків. 

 
 

20.2. Диференціальні рівняння, що допускають зниження порядку 
 

Одним з методів розв’язання диференціальних рівнянь вищих порядків є 
метод зниження порядку. Розглянемо три типи таких рівнянь. 

1. Рівняння вигляду    xfy n  ,  

де  xf  - неперервна функція, інтегрується в квадратурах.  
 Справді, перепишемо дане рівняння у вигляді 

 
     dxxfydxf

dx
yd n

n
 


1

1
. 
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 Проінтегруємо отримане рівняння: 
    1

1 Cdxxfyd n    , тоді 

    1
1 Cdxxfy n   , де 1C  - стала інтегрування. 

Продовжуючи цей процес послідовно отримаємо 
      

21
2 CdxCdxxfy n , 

 
      

21
2 CxCdxdxxfy n , 

 
         dxCxCdxdxxfyd n

21
2 , 

 

      32

2

1
3

2
CxCxCdxdxdxxfy n     , 

…………………………………………………….. 

         








    !n
xC

!n
xCdx....dxdxdxxf...y

nn

21

2

2

1

1  

nnn CxCxC   1

2

2 2
. 

 
Приклад 20.1 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

xsiny x 32  . 
Розв’язання. Проінтегруємо двічі обидві частини цього рівняння: 

   dxxsiny x 32 13
3
1

2
232 Cxcos
ln

dxxsindx
x

x 





  ; 

dxCxcos
ln

y
x

 









 13

3
1

2
2

   dxCdxxcosdx
ln

x
13

3
12

2
1  

212 3
9
1

2
2 CxCxsin

ln

x
 . 

Отже, загальний розв’язок рівняння  

212 3
9
1

2
2 CxCxsin

ln
y

x
 . 
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Приклад 20.2. Розв’язати рівняння: 341
3  xsin

x
y . 

Розв’язання. Права частина рівняння не містить невідомої функції y  та її 
похідної y , тому для отримання розв’язку тричі послідовно інтегруємо обидві 
його частини: 

  








 



1

2

3 34
4
1

2
341 Cxxcosxdxxsin

x
y , 

  
















21

21

1

2

2
34

16
1

2
34

4
1

2
CxCxxsinxdxCxxcosxy , 

  









 xcosxlndxCxCxxsin

x
y 4

64
1

2
1

2
34

16
1

2
1

21

2
 

 32

2

1

3

232
3 CxCxCx




 . 

 Отже, загальний розв’язок даного рівняння 

 32

2

1

3

22
4

64
1

2
1 CxCxCxxcosxlny  . 

 

Приклад 20.3. Розв’язати задачу Коші: 

    
50
102052  y;y,xcosy . 

Розв’язання.  

   





 


 1

2 5
5
1

2
1

2
515 Cxsinxdxxcosxdxcosy , 

  

























  21

2

1 5
25
1

22
15

5
1

2
1 CxCxcosxdxCxsinxy . 
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 Отже, загальний розв’язок рівняння 

21
2 5

50
1

4
1 CxCxcosxy  . 

 Для того, щоб отримати частинний розв’язок, тобто розв’язати задачу 
Коші, треба знайти 1C  та 2C  використовуючи початкові умови: 

 20
5
10

2
12 11 






  C,Csin , 

 000
50
10

4
1

50
1

221
2  C,CCcos . 

 Таким чином,   xxcosxy 25
50
1

4
1 2  частинний розв’язок рівняння. 

2. Диференціальне рівняння   0 y,y,xF , 

що явно не містить шукану функцію y , за допомогою підстановки  xPy  ; 
 xPy   зводять до відповідного рівняння першого порядку 
     0 xP,xP,xF . Розв’язок цього рівняння знаходять, залежно від його 

типу, а потім, для отримання загального розв’язку початкового рівняння  
повертаються до заміни  xPy  . 

 

Приклад 20.4. Розв’язати рівняння: 
xlnyyx  . 

Розв’язання. Оскільки дане рівняння є рівнянням другого порядку, що 
явно не містить y ,  введемо підстановку   ,xPy    xPy  . Отримаємо 
рівняння першого порядку 

x
xln

x
PP,xlnPPx  , 

яке є лінійним  рівнянням. Його розв’язок будемо шукати у вигляді uvP  , а  
vuvuP  . 

 
x
xln

x
uvvuvu  , 
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x
xlnvu

x
vvu 





  , 

 












.
x
xlnvu

,
x
vv

II

I 0
 

І.   
x

dx
v
dv

x
dx

v
dv

x
v

sx
dv

x
vv  

 xlnvln  
x

v
x

lnvln 11
 . 

ІІ. 




  

,xv,dxdv

,
x

dxdu,xlnu

маємо частинами
няінтегруван методом За

xdxlnduxlnu
x
xln

x
u

11

11

1  

   1Cxxlnxudxxxlnu
x

dxxxxlnu . 

Маємо  
x

CxxlnxP 1
1          або    

x
CxlnP 11 .     

Тоді 
x

CxlnPy 11 .  

Проінтегруємо це рівняння: 

   





 






  dx

x
Cxdxlndx

x
Cxlny 11 11 . 

 Із попереднього   xxlnxxdxln . Маємо 

 21 CxlnCxxxlnxy  , або 

  212 CxlnCxxlnxy  шуканий загальний розв’язок. 

 
Приклад 20.5  Розв’язати задачу Коші: 

    20002  y;y,yctgxy . 

Розв’язання. Аналогічно  попередньому, маємо:     xPy,xPy  . 
Тоді 

2 PctgxP . 
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 Це рівняння з відокремлюваними змінними. Відокремлюємо змінні та 
обчислюємо отримані інтеграли: 







   dxtgx
P

dP
ctgx
dx

P
dPPctgx

dx
dPPctgxP

22
22  

 xcosCPxcosClnPlnClnxcoslnPln 111 222  

   dxxcosCyxcosCyxcosCP 111 222 ; 

 212 CxsinCxy  загальний розв’язок рівняння. 

Використаємо початкові умови: 

 
 
  .C,CsinCy

,C,cosCy
0002000

402220

221

11




 

Отже, розв’язок задачі Коші має вигляд 
xsinxy 42  . 

 

3. Диференціальне рівняння вигляду   0 y,y,yF , 

що явно не містить незалежну зміну x , підстановкою 
  PPyPy,yPy xy   зводять до диференціального рівняння першого 

порядку   .P,P,yF 0  Потім визначають тип отриманого рівняння і 
відповідним методом його розв’язують. Нехай розв’язок рівняння першого 
порядку буде мати вигляд )C,y(P 1 . Тоді, )C,y(y 1  - це рівняння є 

рівнянням першого порядку з відокремлюваними змінними, інтегруючи яке 

отримаємо загальний інтеграл у вигляді 2
1

Cx
)C,y(

yd
 . 

 

Приклад 20.6. Розв’язати рівняння:   yyy  21 2 . 
 Розв’язання. Це рівняння явно не містить незалежну змінну x , тому слід 
використати підстановку    ,PPy,yPy   яка зведе наше рівняння до 
рівняння першого порядку. 

PPyP  21 2 . 
Відокремимо змінні, та обчислимо одержані інтеграли: 
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y

dy
P

PdP
y

dy
P

PdPP
dy
dPyP 22

2

1
2

1
221  

  


 yClntlnClnylntln
y

dy
t

dt
PdPdt

tP
11

2

2
1  

1111 111
2

1
2

1  yCyyCPyCPyCPyCt . 

Останнє рівняння – це диференціальне рівняння першого порядку з 
відокремлюваними змінними. Розв’яжемо його: 




 dx
yC

dyyC
dx
dy

1
1

1
1

  
 21

11
12

1
CyC

C
xdx

yC
dy . 

Отже, загальним інтегралом даного рівняння другого порядку є 

21
1

12 CyC
C

x  . 

 
Приклад 20.7. Знайти частинний розв’язок рівняння 

      101022  y;y,ylnyyyy . 

Розв’язання. Підстановкою   PPy,yPy   початкове рівняння 
зводиться до рівняння Бернуллі першого порядку 

 ylnyPPyP 22  ,     або           
P

ylny
y
PP  . 

Розв’язок цього рівняння шукаємо у вигляді uvP  . Тоді vuvuP  . 

uv
ylny

y
uvvuvu  , 

uv
ylnyvu

y
vvu 







 . 
















,
uv

ylnyvu

,
y
vv

II

I 0














.
uv

ylnyu

,
y
vv

II

I

2

. 

І.    yvylnvln
y

dy
v
dv

y
v

dy
dv .  
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II. 



  

y
dydt

ylnt

y
dyylnduu

y
yln

dy
udu

y
ylnyu 2  

    1
2

1
221

22

222
CylnuCtuCtu,dttudu   . 

Дістанемо: yCylnP  1
2 .    Отже 

  


 dx
Cylny

dyCylny
dx
dyyCylny

1
21

2
1

2

   

  







21
2

1
2

CxCttlndx
Ct

dt

y
dydt

tyln
. 

 
 Загальний інтеграл рівняння матиме вигляд 

21
2 CxCylnylnln  . 

 Використовуючи початкові умови, знайдемо 1C  та 2C : 

 
  10

10



y
,y













1
2

21
2

11

11

Cln

,CClnlnln
    .

C
C

C
,ClnC

1
0

1 1

2

1

12














  

 
Таким чином, частинний розв’язок рівняння має вигляд 

xylnylnln  12 . 

 
 

 ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 25. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ, ЩО 
ДОПУСКАЮТЬ ЗНИЖЕННЯ ПОРЯДКУ 

 

25.1. Рівняння вигляду    xfy n  . 

 
Розв’язок цього рівняння отримується n - кратним інтегруванням, тобто 

   xfy n  ; 
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      111
1 CxfCdxxfy n   ; 

       21211
2 CCxfdxCxfy x

n   ; …; 

      nn
nn

n CxC...x
!n

C
x

!n
C

xfy 





 


1
2211

21
, де 

    n

разівn

n dxxf...xf
    . 

  

Приклад 25.1. Розв’язати рівняння: 542
5  xcos

x
y . 

 Розв’язання. Права частина рівняння не містить невідомої функції y  та її 

похідної y , тому для отримання розв’язку тричі послідовно інтегруємо обидві 
його частини: 










  



1

4

5 54
4
1

4
2542 Cxxsinxdxxsin

x
y

1

4
54

4
1

2
Cxxsinx




, 

 













21

23

1

4

2
54

16
1

6
54

4
1

2
CxCxxcosxdxCxxsinxy , 

 













xsinxdxCxCxxcosxy 4
64
1

122
54

16
1

6

2

21

23
 

32

2

1

3

232

2

1

3

26
5

64
4

12
1

26
5 CxCxCxxsin

x
CxCxCx

 . 

 Отже, загальний розв’язок даного рівняння: 

32

2

1

3

2 26
5

64
4

12
1 CxCxCxxsin
x

y  . 
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Приклад 25.2. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
2
xcosxy  . 

 Розв’язання. Дане рівняння того же типу, що і попереднє, тому його 
розв’язок знаходимо аналогічно, тобто: 

  dxxcosxy
2







 2
2

2

2
xsindxxcosvdxdu

dxxcosdvxu

частинаминяінтегруван
методуємоВикористов

 

  12
4

2
2

2
2

2
2 Cxcosxsinxdxxsinxsinxy , 

  





  211 2

8
2

2
2

4
2

2 CxCxsindxxsinxdxCxcosxsinxy , 

 dxxsinx
2

 



2
2

2

2
xcosdxxsinvdxdu

dxxsindvxu
=

 
2

4
2

2
2

2
2

2 xsinxcosxdxxcosxcosx . 

Тоді загальний розв’язок рівняння має вигляд 

212
16

2
4 CxCxsinxcosxy  . 

 

Приклад 25.3. Розв’язати задачу Коші:     .y,y,
x

xy 2000
1

2
2 


  

Розв’язання.   1
2

2 1
1

2 Cxlndx
x

xy 


  , 

       21
2

1
2 11 CxCdxxlndxCxlny  
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  dx
x

xxlnx

xvdx
x

xdu

dxdvxlnu
частинаминяінтегруван

методуємоВикористов

dxxln
1

21

1
2

11 2

2
2

2

22  

     













 dx
x

xlnxdx
x

xxlnx
1

1121
1

1121 2
2

2

2
2  

  arctgxxxlnx 2212  . 

 Отже, загальний розв’язок рівняння: 

  21
2 221 CxCarctgxxxlnxy  . 

 Для того, щоб отримати частинний розв’язок, тобто, розв’язати задачу 
Коші, треба знайти 1C  та 2C , використовуючи початкові умови: 

   0100 11  CCln ; 

   2002021002 221  CCCarctgln . 

Таким чином   22212  arctgxxxlnxy  - частинний розв’язок рівняння. 

 

Приклад 25.4. Знайти частинний розв’язок рівняння: 

    10
3
702 32  y;y,xcosxsinxcosy . 

 Розв’язання. Знайдемо загальний розв’язок інтегруванням: 

      dxxcosxcosxcosxsindxxcosxsinxcosy 2232 22  

 

      xdxcosxsinxsinxdxcosxcosxsin 2222 122  
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 1

3
22

3
31313 Cttdtt

xdxcosdt
,txsin

xdxcosxsin  

1
3 Cxsinxsin  . 

       dxCxdxsinxsindxCxsinxsiny 1
2

1
3 1  

  



 21

3

1
2

1
2

3
CxCtxCdtt

.xdxsindt
,txcos

xCxdxsinxcos  

21

3

3
CxCxcos

 . 

Знайдемо 1C  та 2C . Підставимо початкові умови у вирази для y  та y . 

1001 11
3  CCcoscos ;  

20
3

0
3
7

221

3
 CCCcos . 

Тоді частинний розв’язок рівняння має вигляд 2
3

3
 xxcosy . 

 

 

25.2. Диференціальні рівняння, що явно не містять шукану функцію  xy  

  0 y,y,xF  

 

Диференціальне рівняння   0 y,y,xF , що явно не містить шукану 

функцію y , за допомогою підстановки  xPy  ;  xPy   зводять до 
відповідного рівняння першого порядку      0 xP,xP,xF . Розв’язок цього 
рівняння знаходять, враховуючи  його тип, а потім, для отримання загального 

розв’язку початкового рівняння, інтегрують рівняння Py'  . 
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Приклад 25.5. Розв’язати рівняння:   yxxy  21 2 . 
 Розв’язання. Дане рівняння не містить явно функції y , тому зводимо 

його до рівняння першого порядку підстановкою  xPy  ,  xPy ' . 

Маємо:   xPxP' 21 2  , 

  





  22
2

1
2

1
221

x
xdx

P
dP

x
xdx

P
dPxP

dx
dPx  

   2
1

2
11

2 111 xCPxClnPlnClnxlnPln  . 

Отже,  2
1 1 xCy  . Інтегруючи це рівняння, дістанемо 

2

3
1

1 3
CxCxCy  . 

 

Приклад 25.6. Розв’язати рівняння: 12  yxyx . 
 Розв’язання. Аналогічно попередньому прикладу введемо підстановку 

  ,xPy    xPy  . Отримаємо рівняння першого порядку: 

12  xPPx . 
Це рівняння є лінійним. Його розв’язок будемо шукати за допомогою 
підстановки uvP  , vuvuP  : 

 2
1
xx

uvvuvu  ,  2
1
xx

vvuvu 





  , 

 












.
x

vu

,
x
vv

II

I

2
1

0
 

І.   
x

dx
v
dv

x
dx

v
dv

 xlnvln  
x

v
x

lnvln 11
 . 

 

ІІ.    dx
x

duxln
x

du
xx

u 1111
2 1Cxlnu  . 



20 
 

Маємо  
x

CxlnP 1
1  , тоді 

x
CxlnPy 1

 .  

 





 

 dx
x

Cxlny 1 . 

Після інтегрування отримаємо 21

2

2
CxlnCxlny   - загальний 

розв’язок. 
 

Приклад 25.7. Знайти частинний розв’язок рівняння: 

    211 ey,ey,
x
ylnyyx 


 . 

 Розв’язання. Рівняння явно не залежить від функції y , тому 
підстановкою    xPy,xPy   зводимо його до диференціального 
рівняння першого порядку: 

x
PlnPPx  , 

яке є однорідним. Використовуємо заміну uxuP,uxP   та отримаємо 
рівняння  з  відокремлюваними змінними: 

 
x

uxlnxuuxux  , 

або 

   1ulnu
dx
duuulnuxuulnuuxu

   x
dx

ulnu
du

1
. 

 До інтеграла, що стоїть у лівій частині  останнього рівняння застосуємо 

заміну 
u

dudtulnt  1 . Дістанемо: 

  xCtxClntlnClnxlntln
x

dx
t

dt
111  

  11
11

1111 xCxC e
x
peuxCulnxCuln  

11 11   xCxC xeyxep . 
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Маємо диференціальне рівняння першого порядку з відокремлюваними 
змінними, яке розв’язуємо інтегруванням: 

dxxey C  11 . 



 







1

1

1

11

11

11

1 xCxC

xCxC

e
C

dxevdxdu

dxedvxu

частинами няінтегруван метод уємовикористов

dxxey  

2
1

2
1

1

1

1

1

1

1

1111 1111 Ce
C

e
C

xdxe
C

e
C

xy xCxCxCxC    . 

Отже, загальним розв’язком даного рівняння буде функція: 

2
1

2
1

1

1
11 11 Ce

C
e

C
xy xCxC    або 2

1
2
1

1 11 Ce
C
xCy xC 


  . 

Підставимо початкові умови     211 ey,ey  . Отримаємо систему 

рівнянь: 




















.ee

,Ce
C

Ce

C

C

12

2
1

2
1

1

1

11
 

Звідси eC,С  21 1 . 

Отже, частинний розв’язок рівняння має вигляд:   eexy x  11 . 

 

 

25.3. Диференціальні рівняння, що явно не містять незалежну змінну x  
  0 y,y,yF  

 
Диференціальне рівняння вигляду   0 y,y,yF , що явно не містить 

незалежну змінну x , підстановкою   PPyPy,yPy xy   зводять до 
диференціального рівняння першого порядку   .P,P,yF 0  Розв’язуючи його 
знаходять функцію  yP  або  yPy  . Остання рівність є рівнянням з 
відокремлюваними змінними, з якого і визначають загальний розв’язок 
початкового рівняння. 
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Приклад 25.8. Розв’язати рівняння:   12  yyy . 
 Розв’язання. Це рівняння явно не містить незалежну змінну x , тому слід 
використати підстановку   ,PPy,yPy   яка зведе наше рівняння до 
рівняння першого порядку: 

21 PPPy  . 

Відокремимо змінні, та обчислимо одержані інтеграли: 

  






y

dy
P
PdP

y
dy

P
PdP

dy
PdPyP

11
1 22

2  

 

111
2
1 22

11
2

1
2  yCPyCPClnylnPln  

 
Останнє рівняння – це диференціальне рівняння першого порядку з 

відокремлюваними змінними. Розв’яжемо його: 

xC
C

yyln
C

dx
yC

dyyC
dx
dy




 22
1

2

122
1

22
1

11

1
1 . 

Отже, загальний інтеграл даного рівняння: 

xC
C

yyln
C

 22
1

2

1

11 . 

 

Приклад 25.9. Знайти частинний розв’язок рівняння: 

     011112  y;y,`yy . 

 Розв’язання. Підстановкою   PPy,yPy    початкове рівняння 
зводиться до рівняння першого порядку: 

3
3 1

y
dyPdPPPy   

 

   1212

2

3 21
2

1
2

C
y

PC
y

P
y
dyPdP , 
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2
1

2
1

21

21

yC

ydydx
y

yC
dx
dy





  

 

 2
12

11
22

1

21
21

1
4

1

21
yCd

yCC
C

yC

ydyx 






   

 

2
2

1
1

21
2

1 CyC
C

x   - загальний розв’язок рівняння. 

Використовуючи початкові умови     0111  y,y , знайдемо частинний 

розв’язок рівняння: 













.C

,CC
C

021

121
2

1

1

21
1  

Звідки 1
2
1

21  C,C  

Отже 11 2  yx  -  частинний розв’язок рівняння.  

 

Приклад 25.10. Знайти частинний розв’язок рівняння: 

      101022  y;y,yyyy . 

 Розв’язання. Підстановкою   PPy;yPy   зведемо дане рівняння до 

однорідного рівняння І-го порядку 22 PyPyP  , яке за допомогою заміни 

uyuP,uyP   перетвориться на диференціальне рівняння з 
відокремлюваними змінними:  

   22 uyyuyuyuy           21 uuyuu  22 1 uuyuu  

 
y

dyudu
y

uduyuu 11  

   11
2

1

2
22

2
CylnuCylnuCylnu

 .  

Оскільки uyP  , то маємо, що  12 CylnyP  . Звідки 

 12 Cylnyy  . 
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Ми отримали диференціальне рівняння першого порядку з 
відокремлюваними змінними. Розв’яжемо його: 

 
    




 dx
Cylny

dydx
Cylny

dyCylny
dx
dy

11
1 22

2  

  212 CxCyln   - загальний розв’язок рівняння. 

 Знайдемо частинний розв’язок рівняння. З початкових умов 
випливає: 

 
 







10
10

y
,y
     












1

21

21

2

C

,CC
     












.C

,C

2
1
1

1

2
 

Зауважимо, що початкові умови приводять до однозначного вибору знака 
у виразі для  xy , а отже, і у розв’язку  xy . Частинний розв’язок даного 

рівняння має вигляд 112  xyln  або   222 xxey  . 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

 Знайти загальні розв’язки диференціальних рівнянь другого порядку: 

1) xsiny 32 ;                                  7) 12  yxyx ; 

2) xlnxy 2 ;    8) 
x
ysinxyyx


 ; 

3) 35 xey x  ;    9)   02  yyyyyy ; 

4) xsin
x

y 752
3
 ;   10)   22 432 yyyy  ; 

5) 0 yyx ;    11) 43  yy ; 

6) xsintgxyy 2 ;   12) 
y

yy


 . 
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ЛЕКЦІЯ 21. ЛІНІЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ВИЩИХ 
ПОРЯДКІВ. ЛІНІЙНІ ОДНОРІДНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

ДРУГОГО ПОРЯДКУ (ЛОДР) 

 

21.1 Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків. Загальні означення 
та поняття 

 

Рівняння вигляду  

         xFy)x(by)x(b...yxbyxb nn
nn  


1
1

10                                                (21.1) 

називається лінійним диференціальним рівнянням n-го порядку, де 
       xF,xb),x(b...,,xb,xb nn 110   - задані функції, y - шукана функція, 
    y,...,y,y nn 1  - похідні цієї функції. Функції      xb),x(b...,,xb,xb nn 110   

називаються коефіцієнтами диференціального рівняння, функція  xF  

називається правою частиною диференціального рівняння. Якщо  xF  тотожно 
дорівнює нулю, то рівняння (21.1) називається однорідним, якщо   0xF , то 
рівняння (21.1) називається неоднорідним. В рівнянні (21.1) завжди   00 xb , 

оскільки, якщо б це було не так, то рівняння (21.1) було б рівнянням 1n  
порядку. Це означає, що рівняння (21.1) можна розділити на  xb0  і отримати: 

   
 

 
   

 
 xb
xFy

xb
)x(by

xb
)x(b...y

xb
xby nnnn

000

11

0

1     або 

       xfy)x(ay)x(a...yxay nn
nn  


1
1

1 ,                                         (21.2) 

де    
             xb

)x(bxa,
xb

)x(bxa,...,
xb

)x(bxa,
xb
xbxa n

n
n

n
00

1
1

0

2
2

0

1
1  

 . 

Далі будемо розглядувати рівняння (21.2), як більш зручніше. 

Якщо, у деякому інтервалі  b;a  функції  xai  та  xf  неперервні, то 

рівняння (21.2) при будь-яких початкових умовах  
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  00 yxy  ,   00 yxy   ,…,     1
00

1   nn yxy ,  b;ax 0   

 має єдиний розв’язок.  

 
 

21.2. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку 

 

Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння (ЛОДР) другого 
порядку: 

021  y)x(ay)x(ay                                           (21.3) 

Теорема 21. 1. Якщо функції  xy1  та  xy2  є частинними розв’язками 
рівняння (21.1), то функція 

   xyCxyCy 2211  , 

де 21 C,C довільні сталі, є також розв’язком цього рівняння.  

Доведення. Підставимо функцію    xyCxyCy 2211   та її похідні в ліву 
частину ЛОДР (21.3). Отримаємо:  

               022112221112211  xyCxyCaxyCxyCaxyCxyC , 

            02221122211112211  xyCaxyCaxyCaxyCaxyCxyC , 

              0222122121111  xyaxyaxyCxyaxyaxyC . 

Оскільки функції  xy1  та  xy2 є розв’язками рівняння (21.3), то, 
вирази в дужках тотожно дорівнюють нулю, тобто 000 21  CC . Таким 
чином, функція    xyCxyCy 2211   також є розв’язком рівняння (21.3). 

Означення. Функції  xy1  та  xy2  називаються лінійно незалежними 
на інтервалі )b;a( , якщо рівність     02211  xyxy   де 1 та 2  деякі 
дійсні числа, виконується тоді і тільки тоді, коли 021   . Якщо хоча б одне 
з чисел 1 та 2  відмінно від нуля то функції  xy1  та  xy2  називаються 
лінійно залежними на )b;a( . Зрозуміло, що функції  xy1  та  xy2  лінійно 

залежні тоді і тільки тоді, коли вони пропорційні, тобто  
  .const
xy
xy


2

1  
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Засобом вивчення лінійної залежності системи функцій є так званий 
визначник Вронського або вронскіан. Для двох диференційованих функцій 

 xy1  та  xy2  вронскіан має вигляд  

   
   xyxy

xyxy
)x(W

21

21


 .                                             (21.4) 

Теорема 21.2. Якщо диференційовані  функції  xy1   та   xy2  лінійно 
залежні на )b;a( , то визначник Вронського на цьому інтервалі тотожно 
дорівнює нулю. 

Доведення. Оскільки  функції  xy1  та  xy2  лінійно залежні на )b;a( , 
то вони є пропорційними, тобто     xyxy 12  , де   - коефіцієнт 
пропорційності. Тоді,    xyxy 12   . Отримаємо: 

   
            01111

11

11 


 xyxyxyxy
xyxy
xyxy

)x(W 



. 

Теорема 21.3. Якщо функції  xy1  та  xy2  - лінійно незалежні розв’язки  
рівняння (21.3) на )b;a( , то визначник Вронського на цьому інтервалі в жодній 
точці не дорівнює нулю.  

Сукупність будь-яких двох лінійно незалежних на інтервалі )b;a(  
частинних розв’язків ЛОДР другого порядку  xy1  та  xy2  визначає 
фундаментальну систему розв’язків цього рівняння.  

Теорема 21.4. (структура загального розв’язку ЛОДР другого порядку). 
Якщо два частинні розв’язки  xy1  та  xy2 ЛОДР (21.3) утворюють на 
інтервалі )b;a(  фундаментальну систему, то загальним розв’язком цього 
рівняння є функція 

   xyCxyCy 2211  ,                                                                         (21.5) 

де 21 C,C довільні сталі. 

Доведення. Згідно теореми 21.1 функція (21.5) є розв’язком рівняння 
(21.3). Треба тільки довести, що цей розв’язок є загальним, тобто, що із нього 
можна виділити єдиний частинний розв’язок, який задовольняє початкові 
умови   00 yxy  ,   00 yxy  , де  b;ax 0 . Підставивши ці початкові умови в 
(21.5), дістанемо систему 
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,xyCxyCy
,xyCxyCy

022110

0220110  

де   00 yxy  ,   00 yxy   з невідомими 21 C,C . Визначник цієї системи  

   
    )x(W

xyxy
xyxy

0
0201

0201 


 дорівнює значенню вронскіана при 0xx  . Оскільки 

розв’язки  xy1  та  xy2  утворюють фундаментальну систему розв’язків цього 

рівняння на )b;a(  та  b;ax 0 , то відповідно до теореми 21.3 визначник 

00 )x(W . 

Отже, система рівнянь має єдиний розв’язок:  

 
 020

020

0

0
11

1
xyy
xyy

)x(W
CC


 ,    

 
  001

001

0

0
22

1
yxy
yxy

)x(W
CC


 . 

Розв’язок    xyCxyCy 2
0

1
0

21
  є частинним розв’язком (єдиним внаслідок 

теореми єдиності) рівняння (21.3), що задовольняє задані початкові умови. 
 

 
21.3. Інтегрування ЛОДР другого порядку 

зі сталими коефіцієнтами 
 

Розглянемо ЛОДР другого порядку 
0 yqypy ,                                                (21.6) 

де p  та q  є сталі числа. 
Для знаходження загального розв’язку рівняння (21.6) досить знайти два 

його частинних розв’язки, що утворюють фундаментальну систему.  
Будемо шукати частинні розв’язки рівняння (21.6) у вигляді xkey  , 

де k-деяке число (запропоновано Л. Ейлером). Тоді xkeky  , xkeky 2 . 
Після підстановки цих виразів в рівняння (21.6) отримаємо: 

02  xkxkxk eqekpek , або   02  qkpke xk . Остаточно дістанемо: 

02  qkpk .                                                                 (21.7) 
Рівняння (21.7) називається характеристичним рівнянням ЛОДР (21.6), 

і є квадратним алгебраїчним рівнянням. 
При розв’язанні характеристичного рівняння (21.7) можливі наступні три 

випадки. 
1. Корені 1k  та 2k  рівняння (21.7) дійсні і різні ( 21 kk  , qpD 42  >0). 

В цьому випадку частинними розв’язками  xy1  та  xy2  рівняння (21.6) є 
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функції xkey 1
1  та xkey 2

2  . Вони утворюють фундаментальну систему 

розв’язків, оскільки вронскіан 

   
    


 xkxkxkxk

xkxk

xkxk
eekeke

ekek
ee

xyxy
xyxy

)x(W 2121
21

21

12
2121

21  

012
21  )kk(ee xkxk . 

Отже, загальний розв'язок рівняння (21.6), за теоремою 21.4 має вигляд: 
 

xkxk eCeCy 21
21   .                                                                     (21.8) 

 
2. Корені 1k  та 2k  рівняння (21.7) дійсні і однакові 

( 21 kk  , qpD 42  =0). В цьому випадку маємо лише один частинний 

розв’язок xkey 1
1  . 

Покажемо, що функція xkeхy 1
2  також є розв’язком рівняння (21.6). Маємо  

xkeхy 1
2  , xkxk xekey 11

12  , 
xkxkxkxkxk exkekexkekeky 1

1
11

1
11 2

1
2

112 2  .  Підставляючи цю 
функцію та її похідні в рівняння (21.6) дістанемо  

  02 1111
1

1
1

2
1  xkxkxkxkxk eqхxekepexkek  

або   012 1
2

1 1
 qхxkpxkk     02 11

2
1

 kpqpkkx  

Оскільки 1k  - корінь характеристичного рівняння (21.7), то 01
2
1

 qpkk  і 

02 1 kp , тобто останнє рівняння перетворюється на тотожність 00  . Таким 

чином, функція xkeхy 1
2   є розв’язком рівняння (21.6).  

Частинні розв’язки xkey 1
1   та xkeхy 1

2   утворюють фундаментальну 
систему розв’язків, оскільки вронскіан 

   
      





 xkxk

xkxk

exkek
xee

xyxy
xyxy

)x(W
11

11

1121

21

1

  01 11111 2
11  xkxkxkxkxk eexekexke . 

Це означає, що функція xkxk xeCeCy 11
21   або 

 xCCey xk
21

1                                                (21.9) 
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 є загальним розв’язком диференціального рівняння (21.6). 

3. Корені 1k  та 2k  характеристичного рівняння (21.7) комплексно-

спряжені ( ik ,  21 ,   042  qpD ,   де 12 i ). 

У цьому випадку частинними розв’язками диференціального рівняння 

(21.6) є функції  xiey 1  та  xiey 2 . За формулами Ейлера 

 sinicose i  ,  sinicose i    маємо 

xsiniexcoseeey xxxix   1  

xsiniexcoseeey xxxix    
2 . 

Знайдемо два дійсних частинних розв’язки ЛОДР (21.6). Для цього 
складемо дві лінійні комбінації розв’язків  xy1  та  xy2 : 

1
21

2
y~xcoseyy x 


 ,             2

21
2

y~xsine
i
yy x 


 . 

Функції 1y~  та 2y~  є розв’язками диференціального рівняння (21.6), що 

випливає з властивостей  розв’язків ЛОДР другого порядку. Ці розв’язки 1y~  та 

2y~  утворюють фундаментальну систему розв’язків, оскільки вронскіан 

   
    




xyxy
xyxy

)x(W
21

21





xcosexsinexsinexcose

xsinexcose
xxxx

xx






 

 


 xcosxsine
xcosxsinxsinxcos

xsinxcos
e xx 


  22  

 0222  xexsinxcosxsinxcos  . 

 
Отже, функція  

 xsinCxcosCey x 
21                                  (21.10) 

є загальним розв’язком  ЛОДР (21.6). 
Таким чином, результати дослідження можливих випадків розв’язків 

ЛОДР з постійними коефіцієнтами можна записати у вигляді наступної таблиці. 
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Таблиця 1. 
21 k,k  корені характери-   

стичного рівняння 

02  qkpk  

21 y,y частинні  

розв’язки 
ЛОДР 

2211 yCyCy   – 

загальний розв’язок 
ЛОДР 

21 k,k  дійсні різні 

числа, 
              21 kk   

xkey 1
1   

xkey 2
2   

xkxk eCeCy 21
21   

 21 kk дійсні однакові  

                 числа 

xkey 1
1   

xkexy 1
2   

 xCCey xk
21

1   

 ik , 21 комплекс- 

но -спряжені числа, 

 12i уявна одиниця, 
 , дійсні числа. 

xcosey x 1  

xsiney x 2  

 xsinCxcosCey x 
21 

 

 
 Приклад 21.1. Розв’язати рівняння: 086  yyy . 

Розв’язання. Складемо характеристичне рівняння 

0862  kk , 

  ,D 48146 2   

;k , 2
46

21


  

 24 21 k;k  корені характеристичного рівняння дійсні та різні, тобто, 

загальний розв’язок рівняння має вигляд (21.8) xx eCeCy 2
2

4
1  . 

 
Приклад 21.2. Розв’язати рівняння: 096  yyy . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд 0962  kk . 
Його корені – дійсні, рівні ‒ 321 ,k . Тоді загальний розв’язок рівняння має 

вигляд (21.9)  xCxCey x
21

3   . 
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Приклад 21.3. Розв’язати рівняння: 0134  yyy . 

 Розв’язання. Маємо  характеристичне рівняння 01342  kk . 

 36131442 D , 

 3232
2

364
21 


  ;,ik , . 

 Загальний розв’язок рівняння (21.10) ‒  xsinCxcosCey x 33 21
2   . 

   
 Приклад 21.4. Розв’язати задачу Коші: 
        7030065  y;y,yyy . 
 Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд 

0652  kk . 
Його корені 32 21  k;k . Тоді, загальний розв’язок (21.8) ‒ 

xx eCeCy 3
2

2
1  . Для того, щоб знайти частинний розв’язок треба визначити 

1C  та 2C . Це можна зробити, використовуючи початкові умови, але спочатку 

треба знайти похідну y  від загального розв’язку: xx eCeCy 3
2

2
1 32  . 

Дістанемо систему рівнянь: 

 
  




































.C
,C

CC
,CC

eCeC

,eCeC
y

,y
1
2

732
3

327

3
70
30

2

1

21

21
0

2
0

1

0
2

0
1  

 

Отже, частинний розв’язок рівняння має вигляд xx eey 322  . 

 
Приклад 21.5. Розв’язати задачу Коші: 

    504002  y;y,yyy . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння  0122  xk . Його корені 

121  kk . Тоді загальний розв’язок  xCCey x
21  . Знайдемо похідну y : 

  221 CexCCey xx  . 

 Маємо систему рівнянь 

 
 

 
  


































.C
,C

CC
,C

CeCCe

,CCe
y

,y
9

4
5

4

05

04
50

40

2

1

21

1

2
0

21
0

21
0

От

же, розв’язок задачі Коші матиме вигляд  xey x 94  . 
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 26. ЛІНІЙНІ ОДНОРІДНІ РІВНЯННЯ 
ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ  

 
Рівняння 0 qyypy  називається лінійним однорідним 

диференціальним рівнянням зі сталими коефіцієнтами.  
 Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння має вигляд  

   xyCxyCy 2211  , 
де  xy1  та  xy2  лінійно-незалежні частинні розв’язки рівняння, тобто 

 
  const
xy
xy


2

1 , а 21 C,C довільні сталі. 

 Для знаходження 21 y,y  треба розв’язати характеристичне рівняння: 

02  qkpk . 
1) Якщо 21 k,k  дійсні різні числа, то загальний розв’язок рівняння 

має вигляд (21.8) xkxk eCeCy 21
21  . 

2) Якщо kkk  21 , то загальним розв’язком рівняння є (21.9) 

 xCCey xk
21

1  . 

3) Якщо 21 k,k спряжені комплексні числа, тобто ik ,  21 , то 

загальний розв’язок рівняння має вигляд (21.10)  xsinCxcosCey x 
21  . 

 
Приклад 26.1. Розв’язати рівняння: 067  yyy . 

 Розв’язання. Складемо характеристичне рівняння: 

0672  kk . 

  256147 2 D ,   
2

257
21


,k  тобто 

16 21  k,k  - корені характеристичного рівняння дійсні та різні, тому 

загальний розв’язок має вигля: xx eCeCy 2
6

1  . 

 
 Приклад 26.2. Розв’язати рівняння: 02510  yyy . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд 025102  kk . 
Його корені 521 ,k  – дійсні, рівні.  

 Тоді загальний розв’язок рівняння  xCCey x
21

5  . 
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 Приклад 26.3. Розв’язати рівняння: 0102  yyy . 

 Розв’язання. Маємо характеристичне рівняння 01022  kk . 

  3610142 2 D , 

 3131
2

62
2

362
21 





  ;,iik , . 

 Загальний розв’язок рівняння  xsinCxcosCey x 33 21  . 

 
 Приклад 26.4. Розв’язати задачу Коші: 

    2020056  y,y,yyy . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд 0562  kk , 
звідки маємо корені 51 21  k,k . Тоді загальний розв’язок: 

xx eCeCy 5
21  . Для того, щоб знайти частинний розв’язок треба визначити 

1C  та 2C . Це можна зробити, використовуючи початкові умови, але спочатку 

треба знайти похідну y  від загального розв’язку: xx eCeCy 5
21 5 . 

Дістанемо систему рівнянь: 

 
  


































.C
,C

CC
,CC

eCeC

,eCeC
y

,y
1

3
25

2

52

2
20

20

2

1

21

21
0

2
0

1

0
2

0
1  

 Отже, частинний розв’язок рівняння xx eey 53  . 

 
 Приклад 26.5. Розв’язати задачу Коші:  

    301003  y,y,yy . 

 Розв’язання. Отримаємо характеристичне рівняння: 032  kk . Це 
неповне квадратне рівняння, тому розв’яжемо його наступним чином: 

  03  kk , звідки знайдемо 01 k , 32 k . Тоді загальний розв’язок 

рівняння xeCeCy 3
2

0
1

  або xeCCy 3
21

 . 

Знайдемо   xx eCeCy 3
2

3
2 330   . 

Підставляючи початкові умови, будемо мати:  
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,C
C

,CC
C

,CC

eC

,eCC
1

2
1

1
1

1

33

1

2

1

2

21

2

21
0

2

0
21  
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Тоді частинний розв’язок рівняння: xey 32  . 

 
 Приклад 26.6. Розв’язати задачу Коші: 

    1010096  y;y,yyy . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння 0962  kk . Його корені 

321  kk . Тоді загальний розв’язок  xCCey x
21

3  . Знайдемо похідну y : 

  2
3

21
33 CexCCey xx  . 

 Маємо систему рівнянь 

 
 

 
  




































.C
,C

CC
,C

CeCCe

,CCe
y

,y
4

1
31
1

031

01
10

10

2

1

21

1

2
0

21
0

21
0

 Отже, частинний розв’язок рівняння  xey x 413  . 

 
 Приклад 26.7. Розв’язати задачу Коші:  

    .y,y,yy 2010025  . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння 0252 k , звідки 252 k , 
тому  50521   ,ik , . 

Тоді загальний розв’язок запишеться у вигляді 

 xsinCxcosCey 55 21
0   або  xsinCxcosCy 55 21  . 

Знайдемо xcosCxsinCy 5555 21  . 

Для знаходження 21 C,C  отримаємо систему рівнянь: 




















.CC

,C

cosCsinC
,sinCcosC

5
225

1

05052
001

22

1

21

21  

Тоді xsinxcosy 5
5
25   - частинний розв’язок.  

 
 Приклад 26.8. Розв’язати задачу Коші: 

    3020022  y;yyyy . 

 Розв’язання. Характеристичне рівняння 0222  kk . 

   42142 2 D ;   ik;k ,, 


 1
2

42
2121   11   , . 
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 Загальний розв’язок  xsinCxcosCey x
21  . 

 Обчислимо y : 

   xcosCxsinCexsinCxcosCey xx
2121  . 

 Використовуючи початкові умови, знайдемо 1C  та 2C : 

 
 

 
   





































.C
,C

CC
,C

cosCsinCesinCcosCe

,sinCcosCe
y

,y

1
2

3
2

00003

002
30

20

2

1

21

1

21
0

21
0

21
0

 

 Отже, частинний розв’язок однорідного рівняння  xsinxcosey x  2  

або  xsinxcosey x  2 . 

  
 Приклад 26.9. Знаючи корені характеристичного рівняння, записати 
відповідне диференціальне рівняння: 
 а) 32 21  k,k ;     б) 221  kk ;      в) ik,ik 22 21  . 

 
 Розв’язання. а) За теоремою Вієта маємо   521  kkp , 

621  kkq . Отже, характеристичне рівняння має вигляд 0652  kk , а 

відповідним диференціальним рівнянням є 065  yyy . 

 
 б) Оскільки маємо двократний корінь, то характеристичне рівняння 

запишеться так:   02 2 k  або 0442  kk . Тому диференціальне рівняння 

матиме вигляд 044  yyy . 

 
 в) У цьому випадку числа 1k  і 2k  суто уявні, тому скористаємося 

основною теоремою алгебри і складемо алгебраїчне рівняння за його коренями. 

Маємо    022  ikik  або 042 k  і 04  yy . 
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Завдання для самостійної роботи 
 

 Знайти загальні та частинні розв’язки однорідних диференціальних 
рівнянь другого порядку: 
 
1. ;yyy 052   

2. ;yyy 012   

3. ;yy 052   

4. ;yy 0  

5. ;yy 09   

6.     ;y,y,yyy 1050044 

 
7.     ;y,y,yy 130400127 

 
8.     .y,y,yy 00400 

 
 

ЛЕКЦІЯ 22. РОЗВ’ЯЗАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕОДНОРІДНИХ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ (ЛНДР) ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

 
22.1. Структура загального розв’язку ЛНДР другого порядку  

 
Розглянемо ЛНДР другого порядку   

 xfy)x(ay)x(ay  21 ,                                       (22.1) 

де    xf),x(a,xa 21 - задані неперервні на  b;a  функції. 

Відповідним ЛОДР для рівняння (22.1) є рівняння 
021  y)x(ay)x(ay .                                         (22.2) 

 
Теорема 22.1. (структура загального розв’язку ЛНДР). Загальним 

розв’язком y  рівняння (22.1) є сума його довільного частинного розв’язку *y  

та загального розв’язку y  відповідного ЛОДР (22.2), тобто 
*yyy  .                                                      (22.3) 

Доведення. Спочатку переконаємось, що функція *yyy   взагалі є 

розв’язком диференціального рівняння (22.1). За умовою *y  є розв’язком 

ЛНДР (22.1). Таким чином,        xfy)x(ay)x(ay *** 





21 . З другого 
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боку y  - розв’язок ЛОДР (22.2), тобто       021 





y)x(ay)x(ay . Тоді, 

маємо  

           











 ****** y)x(ay)x(ayyy)x(ayy)x(ayy 2121  

         xfxfy)x(ay)x(ay 





 021 . 

Це означає, що функція *yyy   є розв’язком рівняння (22.1). Треба 
довести, що цей розв’язок є загальним, тобто з нього можна виділити єдиний 
частинний розв’язок, що задовольняє початкові умови   00 yxy  ,   00 yxy  .  

Оскільки    xyCxyCy 2211  , то  
** yyCyCyyy  2211 .                                             (22.4) 

Похідна цієї функції матиме вигляд 

  *yyCyCy 2211                                              (22.5) 

Підставимо початкові умови в (22.4) та (22.5). Дістанемо  

     
     










.xyxyCxyCy

,xyxyCxyCy
*

*

00220110

00220110  

Перепишемо цю систему наступним чином  

     
     










.xyyxyCxyC

,xyyxyCxyC
*

*

00022011

00022011 . 

Це система лінійних алгебраїчних рівнянь з невідомими 21 C,C . 

Визначником цієї системи є визначник Вронського  
   
   0201

0201
0 xyxy

xyxy
)x(W


  у точці 0x . 

Функції  xy1  та  xy2  є лінійно незалежними та утворюють 

фундаментальну систему розв’язків, тому визначник Вронського 00 )x(W . 

Отже, система має єдиний розв’язок 0
11 CC  , 0

22 CC  . Функція 
*yyCyCy  2

0
1

0
21

 є частинним розв’язком ЛНДР, що задовольняє задані 

початкові умови. 
Теорема 22.2 (про накладання розв’язків). Якщо права частина ЛНДР 

(22.1) є сумою двох функцій      xfxfxf 21   , а  xy*
1

 та  xy*
2

 - частинні 
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розв’язки рівнянь  xfy)x(ay)x(ay 121   та 

 xfy)x(ay)x(ay 221   відповідно, то функція  *** yyy
21

  буде 

розв’язком рівняння (22.1). 

Доведення. Підставимо   функцію *** yyy
21

  в рівняння (22.1) 

          



 





 ******** y)x(ayyy)x(ayy)x(ayy 111221 12121

  

             xfxfxfy)x(ay)x(ayy)x(a **** 



 





 212221212 . 

Теорема доведена.  
 
 

22.2. Інтегрування ЛНДР другого порядку зі сталими коефіцієнтами 
із спеціальною правою частиною 

 
Розглянемо ЛНДР другого порядку із сталими коефіцієнтами: 

 xfyqypy  .                                     (22.6) 
Як відомо з пункту 22.1 загальний розв’язок такого рівняння складається 

із суми загального розв’язку відповідного однорідного рівняння та будь-якого 

частинного  розв’язку даного рівняння, тобто *yyy  . Метод знаходження y  

описаний у пункті 21.2. Покажемо як визначати *y  в залежності від вигляду 
правої частини. (Такий спосіб називається методом невизначених коефіцієнтів) 

Можливі такі випадки: 

1. Нехай     xPexf n
ax , де  xPn многочлен степеня n , тобто  

  01
1

1 axa...xaxaxP n
n

n
nn  

 . 

Будемо розшукувати частинний розв’язок *y  ЛНДР (22.6) у вигляді 

 xQexy n
axr*  ,                                      (22.7) 

де r - число, що дорівнює кратності a  коренів характеристичного рівняння 
(21.7) ЛОДР другого порядку із сталими  коефіцієнтами (тобто число r  

показує, скільки раз a  є коренем рівняння 02  qkpk ).  xQn многочлен 

степеня n  з невідомими коефіцієнтами, тобто, якщо 
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0n     AxQn  , 

   1n     BAxxQn  , 

   2n     CBxAxxQn  2 ,  

   3n     DCxBxAxxQn  23  

………………………………………………. 
Іншими словами: 

а)  якщо  ak,ak  21 , тоді     xQey n
ax ,  

 б)  якщо  ak,ak  21 , тоді    xQexy n
ax ; 

 в)  якщо  akk  21 , тоді    xQexy n
ax2 . 

Для знаходження невідомих коефіцієнтів многочлена  xQn  треба 

підставити функцію y  та її похідні першого та другого порядку в вихідне 

рівняння, скоротити обидві частини рівняння на axe  та прирівняти коефіцієнти 
при однакових степенях n  з обох його частин. Таким чином, дістанемо систему 
лінійних алгебраїчних рівнянь, з якої визначимо невідомі коефіцієнти. 

2. Нехай        bxsinxRbxcosxPexf mn
ax  , де     xR,xP mn  

задані многочлени степенів n  та m , тоді частинний розв’язок ЛДНР 

    bxsinxRbxcosxPeyqypy mn
ax                             (22.8) 

будемо шукати у вигляді 

    bxsinxLbxcosxQexy SS
xar  ,                          (22.9)  

де r - число, що дорівнює кратності bia   як кореня характеристичного 
рівняння (21.7) ЛОДР другого порядку із сталими коефіцієнтами (тобто число 

r  показує чи є число bia   коренем рівняння 02  qkpk  чи ні). Функції 
    xL,xQ SS  многочлени степеня  m,nmaxs   з невідомими 

коефіцієнтами. Отже, 

а) якщо biak , 21 , тоді     bxsinxLbxcosxQey SS
xa  , 

б) якщо biak , 21 , тоді     bxsinxLbxcosxQexy SS
ax  . 

Зауваження 1. У цьому випадку для знаходження невідомих коефіцієнтів 
многочленів  xQS  та  xLS  діємо так само, як і в попередньому випадку, але 

після підстановки функції (22.9) та її похідних першого і другого порядків в 
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рівняння (22.8) прирівнюємо коефіцієнти при bxsin,bxcos , внаслідок чого 
знов дістанемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь, з якої визначимо 
невідомі коефіцієнти. 

Зауваження 2. Якщо в рівнянні (22.8) одна із функцій  xPn ,  xRm  

тотожно дорівнює нулю, то загальний вигляд y  не зміниться, тобто 

    bxsinxLbxcosxQexy SS
xar  . 

Зауваження 3. Якщо права частина рівняння (22.6) буде складатися з 
суми двох або більше функцій, наприклад,      xfxfxf 21  , де  xf1  та 

  xf2  функції спеціального вигляду, то частинний розв’язок неоднорідного 

лінійного рівняння y  має вигляд  
  21 yyy , 

де 
1y  та 

2y  частинні розв’язки лінійних неоднорідних рівнянь 

 xfyqypy 1    та    xfyqypy 2  відповідно. 

 
Приклад 22.1. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння  81256 25  xeyyy x . 
Розв’язання. Загальний розв’язок цього неоднорідного диференціального 

рівняння із сталими коефіцієнтами складається з двох доданків  yyy , де 

y - загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння, а y  - будь-який 
частинний розв’язок заданого рівняння.  

Характеристичне рівняння однорідного рівняння 056  yyy  має 

вигляд 0562  kk . Його корені: 15 21  k;k  (Перевірити самостійно). 

Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд: xx eCeCy 2
5

1   (за 

таблицею 1). 

Враховуючи, що    812 25  xexf x , тобто, 25  n,a , а також, що 

ak,ak  21 5  дістанемо частинний розв’язок неоднорідного рівняння: 

 CBxAxxey x  25     або     CxBxAxey x  235 . 

Знаходимо похідні першого та другого порядку від y : 

   CBxAxeCxBxAxey xx  235 25235 , 
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    .BAxeCBxAxe

CBxAxeCxBxAxey
xx

xx

26235

23525
525

25235



 

 

Підставляючи  y,y,y  в початкове рівняння, отримаємо 

     
    

    .xeCxBxAxe

CBxAxeCxBxAxe

BAxeCBxAxeCxBxAxe

xx

xx

xxx

8125

2356

26231025

25235

25235

525235







 

Розділимо обидві частини на xe5  та приведемо подібні доданки 

812246812 22  xBCAxBxAx . 
Прирівняємо коефіцієнти при  однакових степенях x : 
 

0

2

x

x
x

.CCBCBC

,BABAB,ABx
,AA

8
19

2
4

4
3

4
3

4
3

42824

68068
11212








 Тоді 





 

8
19

4
325 xxey x  - частинний розв’язок рівняння. 

Дістанемо загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння у 
вигляді 







 

8
19

4
325

2
5

1 xxeeCeCy xxx . 

 
 

22.3. Метод Лагранжа (метод варіації довільних сталих) 
 

Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого 
порядку  

 xfy)x(ay)x(ay  21 ,                                    (22.10) 

де   xf  будь-яка функція. 
Розв’язок цього рівняння буде мати вигляд 

    2211 yxCyxCy  ,                                     (22.11) 

де 21 y,y  частинні розв’язки відповідного диференціального однорідного 

рівняння, які знаходимо за таблицею 1, а    xC,xC 21 - деякі, поки що 
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невідомі функції. Ці функції будемо розшукувати, виходячи з тієї умови, що 
    2211 yxCyxCy   - загальний розв’язок вихідного рівняння, тобто, якщо 

підставити цей вираз у рівняння, то воно перетвориться на тотожність. 
Виконаємо цю процедуру. Для цього знайдемо похідні першого та другого 
порядку функції (22.11): 

        22112211 yxCyxCyxCyxCy  . 

Підберемо функції    xC,xC 21 так, щоб     02211  yxCyxC . Тоді  

        22112211 yxCyxCyxCyxCy  . 

Підставимо y,y,y  в рівняння (22.10). Дістанемо: 

               2211122112211 yxCyxCxayxCyxCyxCyxC  

        xfyxCyxCxa  22112   або 

   

     .xfyxCyxC

y)x(ay)x(ayxCy)x(ay)x(ayxC







 



 

2211

222122121111  

В останньому рівнянні вирази, що знаходяться у квадратних дужках 
тотожно дорівнюють нулю, оскільки функції 21 y,y  розв’язки однорідного 

рівняння 021  y)x(ay)x(ay  . Тоді маємо 

     xfyxCyxC  2211 . 

Таким чином, функція     2211 yxCyxCy   буде розв’язком 

рівняння (22.10), якщо    xC,xC 21 задовольняють системі лінійних 

алгебраїчних рівнянь відносно функцій    xC,xC 
21 : 

   
     







.xfyxCyxC
,yxCyxC

2211

2211 0
                         (22.12) 

Визначник цієї системи 
   
    0

21

21 
 xyxy

xyxy
 є визначником Вронського 

для функцій    xy,xy 21 , що утворюють фундаментальну систему розв’язків 

ЛОДР (21.3). Значить, система (22.12) має єдиний розв’язок 

       xxC,xxC 2211   , звідки  xC1  та  xC2  знаходяться простим 

інтегруванням. 
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Приклад 22.2 . Розв’язати рівняння: 

xe
yyy

31
165




 
Розв’язання. Частинні розв’язки відповідного однорідного рівняння 

065  yyy  з характеристичним рівнянням 0652  kk  

 23 21  k,k  мають вигляд xx ey;ey 2
2

3
1

  . 

Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння отримаємо у 

вигляді     xx exCexCy 2
2

3
1

  , де невідомі функції  xC1  та  xC2  

задовольняють системі алгебраїчних лінійних рівнянь відносно  xC 
1  та 

 xC 
2 : 

 

















.
e

eCeC

,eCeC

x
xx

xx

3
2

2
3

1

2
2

3
1

1
123

0
 

 Цю систему розв’яжемо за формулами Крамера 

 .eee
ee

ee xxx
xx

xx
555

23

23
32

23








  

 

 x

x

x
e

x

C e
e

e
e

x
3

2

2
1

1

2

12
0

3
1 












 , 

 x

x

e
x

x

C e
e

e
e

x
3

3

1
13

3

13
0

3
2 












 . 

 

Отже, x

x
C

x

x
C

e
eC;

e
eC 3

2

23

3

1 11
21
















. 

Проінтегруємо останні два рівняння: 

.CelnCtln
t

dt
dxedt

et
e
dxeC x

x

x

x

x

  






 1

3
13

3

3

3

1 1
3
1

3
1

3
1

3

1
1

 











 33

2

2 11 t
tdt

tddxe

te
e
dxeC

x

x

x

x
. 
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Маємо під знаком інтеграла правильний раціональний дріб, який 
розкладемо на простіші: 

   
     

   11
11

11111 2

2

223 














 ttt
tCBtttA

tt
CBt

t
A

ttt
t

t
t . 

Звідки, дістанемо: 

      1112  tCtBtttAt . 

.BACCBA
,B,BA
,A,A

t
t

t

313131111
310
31311

2





 

Отже,  
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Обчислимо окремо інтеграли: 
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2
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12

3
31

6
11

3
1 CearctgeelnelnC

x
xxx . 

Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння дістанемо у 
вигляді 
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6
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3
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3
1 22

1
3 xxxxx eelnelneCelny  
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 27. РОЗВЯЗАННЯ ЛІНІЙНИХ 
НЕОДНОРІДНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ДРУГОГО 

ПОРЯДКУ ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ. 
МЕТОД НЕВИЗНАЧЕНИХ КОЕФІЦІЄНТІВ. 

 
Розглянемо ЛНДР другого порядку із сталими коефіцієнтами: 

 xfyqypy   
де права частина рівняння може мати один з двох виглядів: 

1)    xPexf n
ax , де  xPn многочлен степеня n , тобто  

  01
1

1 axa...xaxaxP n
n

n
nn  

   або  

2)       bxsinxRbxcosxPexf mn
ax  , де     xR,xP mn  задані 

многочлени степенів n  та m  
Тоді загальний розв’язок цього рівняння набуває вигляду 

 yyy , 

де y загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння, 

y частинний розв’язок неоднорідного рівняння, який залежить від функції 

 xf  та коренів 21 k,k  характеристичного рівняння 02  qkpk . 

Розв’язок y знаходиться за таблицею 1 (див. лекцію 21.3), а  

y за наступними формулами : 

1)  xQexy n
axr*  , 

де r  - число, яке показує скільки разів a  є коренем рівняння 02  qkpk ; 

 xQn многочлен степеня  n  з невідомими коефіцієнтами; 

2)     bxsinxLbxcosxQexy SS
xar  ,  

де r  - число, що показує чи є число bia   коренем рівняння 02  qkpk  

( 1r ) чи ні ( 0r ).  Функції     xL,xQ SS  многочлени степеня 

 m,nmaxs   з невідомими коефіцієнтами. 
 
Приклад 27.1. Знайти  загальний  розв’язок  рівняння: 

 646 2  xeyyy x . 

Розв’язання. Загальний розв’язок рівняння має вигляд  yyy , де  
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y  загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 06  yyy . 

Характеристичне рівняння 062  kk  має корені 23 21  k;k . Отже 
xx eCeCy 2

2
3

1
 . 

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння залежить від вигляду правої 

частини    642  xexf x  (маємо 2312 21  k;k;n;a ). 

Тоді  BAxey x  2 . Для визначення невідомих коефіцієнтів A  та B  

підставимо y  в початкове рівняння. Щоб це було можливим, знайдемо першу і 

другу похідні від частинного розв’язку y : 

 
 
    .AeBAxeAeAeBAxey

,AeBAxey
xxxxx

xx

22222

22

44224

2




 



 

Після підстановки  y,y,y  в початкове рівняння отримаємо 

        646244 222222  xeBAxeAeBAxeAeBAxe xxxxxx . 

Розділимо рівняння на xe2  та приведемо подібні доданки. Маємо: 
64434  xBAA . 

Прирівняємо коефіцієнти при x  в однакових степенях: 

 
0x

x

.BABBA

,AA

4
3634643

144




 

 

Тобто, 





 

4
32 xey x .  

Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 







  

4
323

2
2

1 xeeCeCy xxx . 

 
Приклад 27.2. Знайти загальний розв’язок рівняння: 

xeyyy 3396  . 

Розв’язання. Аналогічно попередньому, маємо  yyy . 

Характеристичне рівняння 0962  kk  має однакові корені 321 ,k . 

Отже,  xCCey x
21

3   . 



48 
 

  xexf 33  , тобто,  ak;n;a ,  303 21 . Частинний розв’язок 

даного неоднорідного рівняння буде мати вигляд 

,eAxy x32    

,exAexAy xx 323 32    

,exAexAexAeAy xxxx 32333 9662       або 

.exAexAeAy xxx 3233 9122    
Після підстановки цих виразів в початкове рівняння, дістанемо 

  xxxxxx eeAxeAxAxeAxAxeAe 332323233 393269122   , 
або 

2
332  AA . 

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння буде: 

xexy 32

2
3   , 

а загальний: 





   2

21
3

2
3 xxCCey x . 

 
Приклад 27.3. Знайти загальний розв’язок рівняння: 

xsinxcosyy 28245  . 

Розв’язання. Маємо:   500505 21
2  k;kkkkk . 

 xsinBxcosAy 22  , 

 
.xsinBxcosAy

,xcosBxsinAy

2424

2222








 

Отримаємо: 
  xsinxcosxcosBxsinAxsinBxcosA 2824222252424  . 

Порівняємо коефіцієнти при xcos 2  та xsin2  в обох частинах останнього 
рівняння: 

 
.AB
,BA

xsin
xcos

8104
4104

2
2




 

Дістанемо систему рівнянь: 
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.BA

,BA
425

252
 

Розв’яжемо систему рівнянь за формулами Крамера 

 29254
25

52



 . 

 28208
45
22

16204
24

52








 BA ;  . 

 
29
28

29
16

 B;A A


 . 

Отже: xsinxcosy 2
29
282

29
16

 ,  а 

  xsinxcoseCCyyy x 2
29
282

29
165

21  загальний розв’язок 

лінійного неоднорідного диференціального рівняння. 
 
Приклад 27.4. Знайти загальний розв’язок рівняння: 

xcoseyyy x 326258 4 . 

Розв’язання. Маємо: 

361006402580258 2  D;kkyyy . 

ik , 3421  , де 1i .  

Загальний розв’язок однорідного рівняння  xsinCxcosCey x 33 21
4  . 

Частинний розв’язок неоднорідного лінійного рівняння шукатимемо у 
вигляді  ibak;b;a ,  2134 : 

 xsinBxcosAxey x 334  , 

     xxcosBxsinAexxsinBxcosAey xx 3333334 44  

 xsinxcosAe x 3334  , 

      xxcosBxsinAexxsinBxcosAey xx 333343316 44  

     xxcosBxsinAexsinBxcosAe xx 33334334 44  

    xcosBxsinAexxsinBxcosAe xx 33333939 44  
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  .xsinBxcosAe

xcosBxsinAexxsinBxcosAe

xxcosBxsinAexxcosBxsinAe

xxsinBxcosAexsinBxcosAe

x

xx

xx

xx

334

333323939

3333433338

331633

4

44

44

44









 

 Підставимо  y,y  та  y  в початкове рівняння та отримаємо: 

   
   
    
   
  .xcosexxsinBxcosAe

xsinBxcosAexxcosBxsinAe

xxsinBxcosAexsinBxcosAe

xcosBxsinAexxsinBxcosAe

xxcosBxsinAexxsinBxcosAe

xx

xx

xx

xx

xx

3263325

333333

3348334

333323939

333383316

44

44

44

44

44











 

Після низки арифметичних перетворень останнє рівняння набуває 
вигляду 

 xcosxsinAxsinBxcosxcosB 32636343436  . 
Порівняємо коефіцієнти при xcos 3  та xsin3 : 

 
.AB
,AB

xsin
xcos

064
2646

3
3




 

Отримаємо систему рівнянь 

 







,BA
,BA

023
1332

 

яку розв’яжемо за формулами Крамера: 

 ,1394
23
32





  

 ,A 26
20
313




              .B 39
03
131





  

Тоді 

 ;A A 2

                              .B B 3


  

Отже, маємо  xsinxcosexy x 33324  . 
Загальний розв’язок неоднорідного рівняння дістанемо у вигляді 

    xsinxcosexxsinCxcosCey xx 333233 4
21

4  . 
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Приклад 27.5. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
xsinxcosyy 32349  . 

Розв’язання. Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 
09  yy  має вигляд xsinCxcosCy 33 21  . Оскільки  

  xsinxcosxf 3234  , тобто  biaik;b;a ,  330 21 , то 

частинний розв’язок неоднорідного рівняння буде: 

 xsinBxcosAxy 33  , 

 xcosBxsinAxxsinBxcosAy 333333  , 

 
  .xsinBxcosAxxcosBxsinA

xsinBxcosAxxcosBxsinAxcosBxsinAy
39393636

393933333333




 
Дістанемо: 

   
,xsinxcos

xsinBxcosAxxsinBxcosAxxcosBxsinA
3234

33939393636




 Звідки, 3
2

3
1  B;A . Отже 






  xsinxcosxy 3

3
23

3
1 . 

Загальним розв’язком лінійного неоднорідного рівняння буде функція 







   xsinxcosxxsinCxcosCyyy 3

3
23

3
133 21 . 

 
Приклад 27.6. Знайти загальний розв’язок рівняння: 

xsinxyy 102003010 2  . 
Розв’язання. Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 

010  yy  має вигляд xeCCy 10
21  . 

Права частина початкового рівняння складається з двох доданків: 

     xfxfxf 21  , де     xsinxf;xxf 1020030 2
2

1  . Тому, частинний 

розв’язок лінійного неоднорідного рівняння теж складається з двох доданків: 
  21 yyy , де 

1y  та 
2y  є частинними розв’язками рівнянь 23010 xyy   та 

xsinyy 1020010   відповідно. 
Аналогічно попередньому, маємо: 

  CxBxAxCBxAxxy  232
1 , 
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CBxAxy  23 2
1 , 

BAxy 261  . 

Отримаємо:  

   22 30231026 xCBxAxBAx  , або 

   22 3010220630 xCBxBAAx  . 

.C,CB
,B,AB,BA

,A,A

x
x
x

100
6

10
3

0

2

0102
6200206

13030






 

Отже, x,x,xy 06030 23
1  . 

 

.xsinBxcosAy

,xcosBxsinAy

,xsinBxcosAy

1010010100

10101010

1010

2

2

2







 





 

Тоді, 
  xsinxcosBxsinAxsinBxcosA 1020010101010101010010100  . 

.BA,AB
,BA,BA

xsin
xcos

2200100100
00100100

10
10




 

Звідки, 11  B;A .  Отже,  xsinxcosy 10102  . 

Загальний розв’язок початкового лінійного неоднорідного рівняння 
дістанемо у вигляді 

 xsinxcosx,xeCCy x 1010060310
21  . 

  
Приклад 27.7. Розв’язати задачу Коші: 

      00307102 4  y;y,xeyyy x . 
Розв’язання. Аналогічно попередньому маємо: 

.k;k,kk

,yyy

1202

02

21
2 


 

Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння буде 

 xx eCeCy  2
2

1 . 

    7104  xexf x . 



53 
 

  BAxeyk;k,n;a x   4
21 1214 , 

   AeBAxey xx  444 , 

     AeBAxeAeAeBAxey xxxxx 44444 8164416   . 

Підставимо   y,y,y  в початкове рівняння: 

        71024816 444444  xeBAxeAeBAxeAeBAxe xxxxxx , 
або 

      71024816  xBAxABAxABAx . 

.BBABABAB
,AAAA

x
x

07107724816
1102416

0 


 

 

Частинний розв’язок диференціального рівняння має вигляд xxey 4 , 

а загальний розв’язок - xxx xeeCeCy 4
2

2
1   . 

Використаємо початкові умови, для цього знайдемо y : 

 xxxx xeeeCeCy 44
2

2
1 42   . 

 Маємо: 






































.C
,C

CC
,C

CC
,CC

eCC

,eCeC
2
1

3
33

02
3

20

03

2

1

21

1

21

21
0

21

0
2

0
1  

Отже, дістанемо розв’язок задачі Коші: 

 xxx xeeey 42 2    . 
  
Приклад 27.8. Розв’язати задачу Коші: 

      11091054301002510 5 ,y;,y,xcosexyyy x   . 
Розв’язання. Характеристичне рівняння відповідного однорідного 

диференціального рівняння має два рівні корені 521 ,k . Отже, 

 xCCey x
21

5  . Оскільки права частина складається з суми двох різних 

функцій       xcosxf,exxf x 5430100 2
5

1   , то кожній з них будуть 

відповідати окремі частинні розв’язки 
1y  та 

2y , а   21 yyy . 

 BAxey x   5
1 , 

  AeBAxey xx   55
1 5 , 
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    AeBAxeAeAeBAxey xxxxx   55555
1 10255525 . 

Підставимо 
111 y,y,y  в рівняння   xexyyy 5301002510  . 

Маємо:

      
  .ex

BAxeAeBAxeAeBAxe
x

xxxxx

5

55555

30100

255101025







 

Розділимо обидві частини рівняння на xe 5 : 
        30100255101025  xBAxABAxABAx . 

Прирівняємо коефіцієнти при x  в однакових степенях: 

.,BBABABAB
,AAAA

x
x

103010020302510501025
1100255025

0 


 

Дістанемо  105
1 ,xey x   . 

.xsinBxcosAy

,xcosBxsinAy

,xsinBxcosAy

25525

5555

55

2

2

2













 

Підставимо  
222 y,y,y  в рівняння ,xcosyyy 542510   отримаємо: 

   
.xcos

xsinBxcosAxcosBxsinAxsinBxcosA
54

5525555510525525


  

 

.AA
,,BB

xsin
xcos

0050
080450

5
5




 

Дістанемо xsin,y 50802  . Підсумовуючи результати, маємо:  

  xsin,,xeyyy x 5080105
21   . 

Отже, загальний розв’язок вихідного рівняння буде:  

    xsin,,xexCCey xx 5080105
21

5   . 

Щоб знайти розв’язок задачи Коші, знайдемо похідну від загального 
розв’язку рівняння  

    xcos,e,xeCexCCey xxxx 5401055 55
2

5
21

5   .  

Використаємо початкові умови:     10910  y;,y . 
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.cos,e,eCeCCe

,sin,,eCCe,

040105051

008010091
00

2
0

21
0

0
21

0

 

 
















.,C

,C
,,CC

,,C,
910

2
4015051

1091

2

1

21

1  

Отримали розв’язок задачи Коші 

    xsin,,xex,ey xx 5080109102 55   . 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 
Знайти частинний та загальний розв’язки диференціальних рівнянь: 

1) 15107 2  xyyy ;          7)  325 5   xeyy x ; 

2) xeyy 244  ;                          8) xsinxcosyy  2 ; 

3) xeyyy 2344  ;                9) xsinxxyy 22245 2  ; 

4) 5239 2  xxyy ;            10) xcoseyy x24  . 

5)     30202367  y,y,xcosyyy ; 

6)       604015124 2  y,y,xeyy x ; 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 28. РОЗВЯЗАННЯ ЛІНІЙНИХ 
НЕОДНОРІДНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ДРУГОГО 

ПОРЯДКУ ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ. 
МЕТОД ЛАГРАНЖА. 

 
 Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого 

порядку зі  сталими коефіцієнтами 
 xfqyypy  , 

де   xf  будь-яка функція. 
 Розв’язок цього рівняння буде мати вигляд 

    2211 yxCyxCy  , 
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де 21 y,y  частинні розв’язки відповідного диференціального однорідного 

рівняння, які знаходимо за таблицею 1 (лекція 21, пункт 21.2), 
    xC,xC 21  функції, які є розв’язком системи рівнянь: 

 

   
     







.xfyxCyxC
,yxCyxC

2211

2211 0

 
 

 Приклад 28.1.     Розв’язати рівняння: 
xcos

yy 1
 .  

 Розв’язання. Знайдемо розв’язок відповідного однорідного рівняння: 

 

.xcosy,xsiny
,xsiny,xcosy

,xsinCxcosCy
,ik,k,k,yy







21

21

21

22 1010

 

 Загальний розв’язок початкового рівняння буде мати той же вигляд, що і 
загальний розв’язок однорідного рівняння, але 1C  та 2C  не довільні сталі, а 

деякі функції, які знайдемо із системи рівнянь: 

 
 











.
xcos

xcosCxsinC

,xsinxCxcosC
1

0

21

21
 

 Розв’яжемо цю систему за формулами Крамера: 

122 


 xsinxcos
xcosxsin
xsinxcos

 , 

11
0

1
0

21



 

xcos
xsin

xcos
;tgx

xcos
xcos

xsin
CC  . 

Тоді,  121
21 









 CC C;tgxC . 

 Дістанемо функції  xC1  та  xC2 : 

     11 CxcoslndxtgxxC ,  

     22 CxdxxC . 

 Отже, загальний розв’язок рівняння отримаємо у вигляді 

     xsinCxxcosCxcoslny   21 . 



57 
 

 Приклад 28.2. Розв’язати рівняння:  

.
e

eyy x

x

1
  

Розв’язання. Характеристичне рівняння 02  kk  відповідного 
однорідного диференціального рівняння має корені 10 21  k;k , тому  

частинні розв’язки однорідного рівняння 
xx ey;yey;y   2121 01 . 

 Загальний розв’язок неоднорідного рівняння шукатимемо у вигляді 

    xexCxCy  21 .  

 Для знаходження невідомих функцій  xC1  та  xC2  складемо систему: 











































 





.
e
eC

,
e

eC

e
eC

,eCC

e
eeC

,eCC

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

1

1

11

0

2

2

1
2

2

21

2

21
 

Проінтегруємо кожне з отриманих рівнянь: 

  









 111 11

11
CelnCtln

t
dt

dxedt

et
e

dxeC x
x

x

x

x
; 

 

.Celne

Ctlntdt
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Дістанемо загальний розв’язок початкового рівняння 

  xxxx eCelneCelny   21 111 . 

 
Приклад 28.3. Розв’язати рівняння: .xlneyyy x244    

 Розв’язання. Характеристичне рівняння 0442  kk  відповідного 
однорідного диференціального рівняння має корені 221 ,k ,  

тому частинні розв’язки однорідного рівняння 

.xeey;eyxey;ey xxxxx 22
2

2
1

2
2

2
1 22    



58 
 

 Загальний розв’язок неоднорідного рівняння шукатимемо у вигляді 

     xexCxxCy 2
21

 .  

 Для знаходження невідомих функцій  xC1  та   xC2  складемо систему: 
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xx
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2
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212
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або 

 







.xlnxCC
,xCC

212
0

21

21  

Цю систему розв’яжемо за формулами Крамера: 

 .xx
x

x
1221

212
1




  

 xlnx
xxln

x
C 


 21

0
1

 , 

 xln
xlnC 


 2

01
2

 . 

Отже, xlnC;xlnxC CC 









21

21 . 

Проінтегруємо кожне з отриманих рівнянь: 





 

,xv,dxxdv

,
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dxdu,xlnu

маємо частинами
няінтегруван методом За
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*CxxlnxC 1

22

1 42
  






  

,xv,dxdv

,
x

dxdu,xlnu

маємо частинами
няінтегруван методомЗа 

xdxlndxCC 22  

   *Cxxlnxdxxxln
x

dxxxxln 2 . 

Отже, загальний розв’язок рівняння має вигляд 

 *x*x CxxlnxexCxxlnxey 2
2

1

22
2

42











  . 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь: 

1) 
xsin

yy
2

104   

2) 2

2
44

x
eyyy

x
  

3) xe
yyy 41

1127
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