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В С Т У П 
 

Характерною особливістю останніх десятиріч є швидка  математизація 
різних галузей науки, техніки, економіки та управління. Створення нових 
теорій і технологій, вивчення та прогнозування складних процесів та явищ все 
частіше зводиться до побудови та дослідження відповідних математичних 
моделей. Тому сучасний інженер повинен мати досить високий рівень 
підготовки, що передбачає не тільки знання основ математики, а й добре 
володіння  математичними методами, які застосовуються при розв’язанні задач 
з спеціальності.  

Основне призначення цього  навчального посібника – допомогти 
студентам – екологам в опануванні дисципліни «Вища математика». Зміст та 
структура посібника цілком відповідають робочій програмі  дисципліни для 
студентів напряму 6.040106 – екологія, охорона навколишнього середовища та 
збалансоване  природокористування. У другій частині продовжується 
знайомство з «Інтегральним численням функції однієї змінної (розглядаються 
глави «Визначений інтеграл та його застосування» та «Невласні інтеграли»), 
«Звичайними диференціальними рівняннями» та «Числовими рядами». 

Автори сподіваються, що проста побудова посібника, доступне 
викладання, що супроводжується розв’язанням багатьох  прикладів із 
поясненням, допоможе студентам при самостійній роботі над навчальним 
матеріалом. 
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Тема 1.  ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ. ФОРМУЛА НЬЮТОНА – 
ЛЕЙБНІЦА. ЗАМІНА ЗМІННОЇ ТА ІНТЕГРУВАННЯ 

ЧАСТИНАМИ 
 

Нехай функція  xfy   визначена на відрізку  b;a , a  < b . Розіб’ємо 
відрізок  b;a  на n  довільних частин так, щоб 

0xa   < 1x  < 2x …< 1ix  < ix  < 1ix  <…< bxn  . 

Сукупність точок nx,...,x,x,x 210  назвемо T -розбиттям відрізка  b;a  на 

частини. Для кожного з частинних відрізків визначимо його довжину 
 1101   n,...,,ixxx iii  та значення функції  if   у довільній точці  

 iii x;x 1 . Позначимо через   - найбільшу довжину серед довжин 

частинних відрізків, тобто 
10 


ni

ixmax . Утворимо суму    i
n

i
i xfn   

1
, яка 

називається інтегральною сумою функції  xf  на відрізку  b;a . 
Означення 1.  Якщо існує скінченна границя інтегральної суми n  при 

умові, що найбільша із різниць ix  прямує до нуля, яка не залежить ані від 

способу розбиття відрізка  b;a  на частинні відрізки, ані від вибору проміжних 
точок i  у кожному з частинних відрізків, то вона називається визначеним 

інтегралом функції  xf  на відрізку  b;a  і позначається символом  
b

a
dxxf . 

Отже, згідно з означенням, 

   



n

i
ii

b

a
xfdxxf lim

10



. 

Числа  a  і b  називають відповідно нижньою та верхньою межами 
інтегрування; функція  xf  називається підінтегральною функцією;  dxxf  - 

підінтегральним виразом; x  - змінною інтегрування, а відрізок  b;a  - 
проміжком інтегрування. 

Означення 2.  Функція  xf , для якої на відрізку  b;a  існує визначений 
інтеграл, називається інтегровною на цьому відрізку.  
 

Геометричний зміст визначеного інтеграла полягає в тому, що 
визначений інтеграл від невід’ємної та інтегровної на відрізку  b;a  функції 
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чисельно дорівнює площі криволінійної трапеції, обмеженої графіком функції 
 xfy  , відрізками прямих ax  , bx   та віссю ox : 

 
Рис.1.1 

 
Необхідною умовою існування визначеного інтеграла є обмеженість 

функції  xf  на відрізку  b;a .  
Достатньою умовою існування визначеного інтеграла є неперервність 

функції   xf  на цьому ж відрізку. 
 
Розглянемо деякі основні властивості визначеного інтеграла: 
1) Визначений інтеграл не залежить від позначення змінної інтегрування: 

    
b

a

b

a
dttfdxxf . 

2) Визначений інтеграл з однаковими межами інтегрування дорівнює 
нулю: 

  
a

a
dxxf 0 . 

3) Для будь-якого довільного сталого числа C  справджується рівність: 

    
b

a

b

a
dxxfCdxxCf . 

    0 
ζ1 

y 

y=f(x) 

a=x0 x1 xi-1 ζi xi xn-1 ζn b=xn 

x 
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4) При переставленні меж інтегрування визначений інтеграл змінює знак, 
тобто 

    
b

a

a

b
dxxfdxxf . 

5) Якщо функції  xf  і  xg  - інтегровні на відрізку  b;a , то функція 
   xgxf   також є інтегровною на цьому відрізку, причому  

          
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf . 

6) Якщо функція  xf  - інтегровна на найбільшому з відрізків  b;a , 
 c;a ,  b;c , то вона інтегровна і в двох інших і, для будь-якого 

взаємного розташування точок c,b,a , має місце рівність 

       
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf . 

7) Якщо функція  xf  - інтегровна на відрізку  b;a  a  < b  і всюди на 
цьому відрізку   0xf , то  

  
b

a
dxxf 0 . 

    Аналогічно маємо, що   
b

a
dxxf 0 , якщо   0xf . 

 
Формула Ньютона-Лейбніца  

 
Для пошуку способу обчислення визначеного інтеграла встановимо 

зв’язок між невизначеним та визначеним інтегралами. Для цього розглянемо 

 
x

a
dttf , де функція  xf  є неперервною на  x;a  та інтегровною на ньому, x  - 

довільна фіксовна точка відрізка  b;a . 
Цей інтеграл називають визначеним інтегралом із змінною верхньою 

межею. Очевидно, він є функцією від x , тому позначимо його через 

   
x

a
dttfx . 
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Має місце наступна теорема Барроу: 

Якщо функція  xf  - неперервна на  b;a , то функція    
x

a
dttfx  - 

диференційовна на цьому відрізку, причому    xfx'   для усіх  b;ax . 

Тобто для всякої неперервної на  b;a  функції завжди існує первісна, та 
однією з цих первісних є визначений інтеграл із змінною верхнею межею. 
Таким чином, встановлений зв’язок між невизначеним та визначеним 
інтегралами. 

Ефективний і простий спосіб обчислення визначеного інтеграла дається 
формулою Ньютона-Лейбніца: 

       aFbF
a
b

xFdxxf
b

a
 ,   

де  xf  - неперервна на  b;a ,  xF  - яка-небудь її первісна. 
 

Зразки розв’язування задач 
 
Обчислити інтеграли. 

1.  

1

0 1 x
dx . 

Первісною від даної підінтегральної функції є   xlnxF  1 . Обчислимо її 

значення при верхній границі   2111 lnlnF  , при нижній границі 

  01010  lnlnF . За формулою Ньютона-Лейбніца значення інтегралу 

становить     20201 lnlnFFI  . 
Розв’язування може бути подане у вигляді 

202120111
0
1

1
1

1

0
lnlnlnlnlnlnxln

x
dx


 . 

 

2. 
3

0
3

03
0

3
1

3

0
2





 arctgarctgarctgx

x
dx . 
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3.      









 3232

3

2

32
2 333

2
3

2
3

3
3

2
2321 xxx

xx
xdxxx  

      2514398422793222 32  . 

4. 
1
8

3
5

5
2

2525252 3
528

1

3
83

8

1
3

3
1

8

1
3

3






































xxdxxxdx
x

xdx
x

x  

 
64
57

34
64
7

4
32
3

64
1

31
8

3
64
1

1
831

8 53 52






























xx
. 

 

5. 
 

     





  5555
113

2
5
413

2 5 4
231335

2
13

35
2
13

5
1

33
3

xxx
x

dx  

  51051105 55  . 

6. 
2

0

2


xdxcos . 

Первісну можна знайти, використавши формулу пониження степеня: 

2
212 xcosxcos 

 . Отримаємо 

   





 

2

0

2

0

2

0
22

2
1

2
1

21
2
1

  
xsinxdxxcosxdxcos  

422
102

2
10

2
2

2
1

22
1 















 






  sinsin . 

7. 


5

2
2 102xx

dx . 

Для знаходження первісної в знаменнику виділимо повний квадрат. 

 












  
5

2

5

2

5

2
222 2

5
3

1
3
1

91912102
xarctg

x
dx

xx
dx

xx
dx  

  





 



 





4

2
3
112

3
1

3
12

3
15

3
1 arctgarctgarctgarctgarctg  

12
2

3
1 

 arctg . 
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  Метод заміни змінної у визначеному інтегралі 

Нехай треба обчислити інтеграл  
b

a
dxxf , де функція  xf  - неперервна 

на b;a . Якщо виконуються умови: 

1) функція  t  неперервна разом із своєю похідною  t'  на відрізку 
 b;a ; 

2)   a ,   b ; 

3) при змінюванні t  на відрізку   ;  значення функції  tx   не 
виходять за межі відрізка  b;a , то справедлива формула заміни 
змінної (або підстановки) у визначеному інтегралі: 

                                                     
b

a

' dtttfdxxf 



                                        (1.1) 

                                                    b,a 11    .                                                 
 

Треба відзначити, що іноді набагато зручніше замість підстановки 
 tx   використовувати так звану «обернену» підстановку  xt  , де 

функція  x  є строго монотонною і неперервно диференційовною на відрізку 
 b;a , а множиною її значень є відрізок   ; . Тоді для неї існує обернена 

функція  tx 1  , яка задовольняє переліченим вище умовам. Отже, в цьому 
випадку маємо 

                                              
b

a

'
dtttfdxxf




 11                              (1.2) 

                                                         b,a   .                                             
 
Звернемо увагу на те, що на відміну від заміни змінної у невизначеному 

інтегралі, заміна змінної у визначеному інтегралі не потребує повернення до 
початкової змінної. Треба лише змінити межі інтегрування за формулами (1.1) 
або (1.2). 
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Зразки розв’язування задач 
 

Обчислити інтеграли. 

1. 
  






1

0

1

0
224

11 x

xdx
x

xdx . 

Зробимо заміну tx 2 . Тоді dtxdx 2 , dtxdx
2
1

 . 

Визначимо нові межі інтегрування. Якщо 0x , то 002 t , при 1x    

112 t . 
Отримаємо: 

 
8

0
42

101
2
1

0
1

2
1

12
1

1

1

0
2

1

0
4









 





 arctgarctgarctgt

t
dt

x
xdx . 

                                      

2. 






2

0

2


,dtxdxsin
,dtxdxsin

,txcos
xdxcosxsin  

02

10





tx

tx
    при

при

0

1

2dtt . 

Використаємо властивість 4 і змінюємо межі інтегрування: 

  
0

1

1

0

333
22

3
1

3
0

3
1

0
1

3
tdttdtt . 

 

3.
,dtx

dx
,txln

dx
x

xlne









11

1
  

2
11




tex
tx

при
при  

2
312

2
1

1
2

2

2

1

22
2

 
ttdt . 

 

4.
2

12

111

2

2

1
2

1




 tx,dt

x
dx

tx,tx

x
dxe x

при

при
 

1

2
1

2
1

1
dtedte tt eeee  2

11 . 

 

5.

,dt
t

dx

tx,dt
t

dx

tx,ttgx

dx
xcos

tgx

5
1

1

641
5

3
53

651

51

2

2

4

6
2













 





при

при

= 
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3

25310336
10
1

3
5336

10
1

3
53

6

25
1

5
1

226

3
53

ttdt  

3
38

3
31080

10
1

3
31028108

10
1

30
3102836

10
1 











 








 
 . 

 

6. 


4

0
221



xsin
dx . 

Оскільки підінтегральна функція є раціональною відносно xsin2 , зробимо 
заміну ttgx  .  

Тоді 

,
t

txsin

,
t

dtdx

,arctgtx
,ttgx

xsin
dx

2

2
2

2

4

0
2

1

121
















14

00





tx

tx

при

при

= 

 

















1

0
2

2
2

1
211

t
tt

dt = 






  0

1

3
1

3
1
1

3
1

3
13

1
1321

1

0 2

1

0
2

1

0
22

tarctg
t

dt
t
dt

tt
dt                                    

0
1

3
3
3 tarctg  

3333
103

3
1 

 arctgarctg . 

 
Формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі 

 
Якщо функції  xu  і  xv  - неперервно диференційовні на відрізку  b;a , 

то справедлива формула:  

 
b

a

b

a
vdu

a
b

uvudv . 

Схема використання цієї формули співпадає із обчисленням 
невизначених інтегралів цим методом. 
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Зразки розв’язування задач 
 

Обчислити інтеграли. 

1. 


0
xdxcosx . 

Покладемо xu  , xdxcosdv  ; тоді dxdu  ,   xsinxdxcosv . 

Отримаємо  

    








00
0

0
0

0
coscosxcossinxdxsinxsinxxdxcosx  

211  . 

2. 



















 
3

0
2

223

0 2

2

12
1

0
3

2
2

1
x
dxxxarctgx

xv,xdxdv

x
dxdu,arctgxu

xarctgxdx  

 























   dx

x
arctgdx

x
xarctgarctg

3

0
2

3

0
2

2

1
11

2
13

2
9

1
11

2
100

2
93  

     
2
33

2
9033

2
13

2
9

0
3

2
13

2
9 arctgarctgarctgarctgxxarctg  

2
3353

2
1

 arctgarctg . 

 

3.        











 
 1

0

1

0 10
1

11
1

1
ee

x
xdxe

xlnx
xv,dxdv

x
dxdu,xlnu

dxxln  

      
 
 
















1

0

1

0 1
111

1
110111

e e
dx

x
edx

x
xelne  

          


 1001111
0

1
11 lnelnee

e
xlnxe  

  121111  eeee . 
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Завдання для самостійної роботи 
 

Обчислити інтеграли:  

1. 


2
2

0 21 x

dx ; 

2. dx
x

x


4

1
2

1 ;  

3. 
 



 

1

2
2511 x

dx ; 

4. 
2

0

2


xdxsin ; 

5. 


1

0 2 22xx

dx ; 

6. 
2e

e xlnx
dx ; 

7. 


1

0
21 x

x

e
dxe ; 

8. 


2
3

3



xdxsin ; 

9.  

2

0 23



xcos
dx ; 

10.  
1

0
dxxe x ; 

11. 
1

0
xdxarcsin ; 

12. 
e

dx
x
xln

1
.

 
Тема 2. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ 

 
Невласні інтеграли першого роду (з нескінченними межами) 

 
Як відомо, ми розглядали визначений інтеграл на скінченному відрізку 

 b;a . Проте у ряді задач стає потреба розглядати інтеграли на нескінченних 

проміжках  ;a ,  b; ,   ; . Безпосередньо поширити поняття 
визначеного інтеграла на ці випадки не можна. Тому введемо нові означення. 
Отже, нехай функція  xf  визначена на проміжку  ;a  і є неперервною на 

будь-якому відрізку  B;a  де B  > a . Тоді існує визначений інтеграл  
b

a
dxxf , 

який є функцією своєї верхньої межі.  
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Означення 1. Невласним інтегралом першого роду функції  xf  на 

проміжку  ;a  називають границю  


B

aB
dxxflim  і записують 

 

                                   





B

aa B
dxxflimdxxf .                                          (2.1) 

У цьому випадку інтеграл називають збіжним (якщо границя скінченна) і 
розбіжним (якщо границя не існує або нескінченна), а підінтегральну функцію 
– інтегровною на проміжку  ;a . 

Нехай тепер функція   xf  визначена на проміжку   b;  і є 
неперервною на будь-якому відрізку  b;A , де A  < b . Тоді визначений інтеграл 

 
b

a
dxxf  є функцією своєї нижньої межі.  

Означення 2. Невласним інтегралом першого роду функції  xf  на 

проміжку  b;  називають границю  


b

AA
dxxflim  і записують 

                                             
 


b b

AA
dxxflimdxxf .                                (2.2) 

 
Збіжність (розбіжність) цього інтеграла й інтегровність функції  xf  

на відповідному проміжку визначають так само, як і для інтеграла (2.1). 
Якщо функція  xf  визначена на проміжку   ;  і неперервна на 

будь-якому відрізку  b;a , то можна означити інтеграл 

                                    


 




C

C
dxxfdxxfdxxf ,                                 (2.3) 

де C  - довільне дійсне число. 
Інтеграл  

                                 


 


B

CB

C

AA
dxxflimdxxflimdxxf                    (2.4) 

називається також невласним інтегралом першого роду функції  xf  на 

проміжку   ; .  
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При цьому, якщо обидва інтеграли в правій частині рівності (2.3) 

збігаються, то невласний інтеграл  




dxxf  називають збіжним. Якщо хоча б 

один з інтегралів правої частини рівності (2.3) розбігається, то невласний 

інтеграл  




dxxf  називають розбіжним. 

 
Зразки розв’язування задач 

 
Дослідити на збіжність (розбіжність) і обчислити інтеграли. 

1. 


1 x
dx . 

Згідно з формулою (2.1) матимемо 

  





  BlnlimlnBlnlim

B
xlnlim

x
dxlim

x
dx

BBB

B

B
1

11 1
. 

Границя, нескінченна, отже інтеграл розбігається. 
 

2. dxe x




0

14 . 

  












  11414

0

14

0

14
4
1

04
1 eelim

B
elimdxelimdxe B

B
x

B

B
x

B
x  

44
1

0
4
1

4
1

4
1 14 e

eelimelim
B

B
B







.   Границя скінченна, 

заданий інтеграл збігається. 
 

3. 


1
21 x

dx . 

 

  



 



 1
111 1

2
1

2
arctgarctgBlim

B
arctgxlim

x
dxlim

x
dx

BB

B

B
 

442
1





arctglimarctgBlim

BB
.   Границя скінченна, інтеграл 

збігається.  
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4. 
 



 

5

213x
dx . 

Згідно з формулою (2.2) будемо мати 

         









 



 
 153

1
3
15

13
1

3
1

1313

5

2

5

2 AAAA
lim

Ax
lim

x

dxlim
x

dx

 

48
1

0
13
1

16
1

3
1

13
1

3
1

16
1

3
1

13
1

3
1








 A

limlim
A

lim
AAA

.     

Границя скінченна, інтеграл збігається. 
 

5. 


0
2 3x
xdx . 

 



 



 33
2
1

0
3

2
1

33
22

0
2

0
2

lnBlnlim
B

xlnlim
x

xdxlim
x

xdx
BB

B

B
 

  


3
2
1

3
2
1 2 lnlimBlnlim

BB
.      

 Границя нескінченна, отже інтеграл розбігається.  
 

6. 


e xlnx
dx . 







B

eBe xlnx
dxlim

xlnx
dx . 

Як бачимо, визначений інтеграл не є табличним, тому обчислимо його 
окремо, розглядаючи як невизначений. 

CxlnCt
t

dt

x
dxdt

xlnt

xlnx
dx





  22 . 

Повертаємось до границі: 

  


 BlnlimelnBlnlim
e
B

xlnlim
xlnx

dxlim
BBB

B

eB
222  




1222 Blnlimeln
B

. 

 Границя нескінченна, тому інтеграл розбігається. 
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7. 


  1722 xx
dx . 

Згідно з формулою (2.3) розіб’ємо наш невласний інтеграл на суму двох 
невласних інтегралів, а саме: 
























0

2
0

2

0

22 172172172172 AA xx
dxlim

xx
dx

xx
dx

xx
dx  







B

B xx
dxlim

0
2 172

. 

Обчислимо окремо невизначений інтеграл 

   
Cxarctg

x
dx

xx
dx

xx
dx













  4
1

4
1

161171112172 222 . 

Повертаємось до границь: 







 







 4
1

4
1

4
1

04
1

4
10

4
1

4
1 Aarctgarctglim

Bxarctglim
A

xarctglim
ABA

 







 














 






 




 4
1

24
1

24
1

4
1

4
1

4
1

4
1 arctgarctgarctgBarctglim

B

  

488


 . 

Границя скінченна, наш інтеграл збігається. 
 
Зауваження. При обчисленні границь слід мати на увазі, що 

   
22


 arctg,arctg .

 
Невласні інтеграли другого роду (від необмежених функцій)  

 
Як відомо, необхідною умовою інтегрованості функції на відрізку  b;a  є 

її обмеженість. Проте є задачі, що приводять до розгляду інтеграла від функції, 
яка майже на всьому відрізку обмежена і стає необмеженою поблизу деякої 
точки, наприклад, поблизу однієї чи обох меж. Тоді природно поширити 
поняття визначеного інтеграла і на такі функції, ввівши при цьому додаткові 
означення.  



 18 

Отже, нехай функція  xf  задана на відрізку  b;a , крім, можливо, кінців, 

і є необмеженою, наприклад, поблизу точки ax  , зокрема на відрізку  a;a , 
де ab  0 . Нехай  xf  є обмеженою і інтегрованою на будь-якому відрізку 
 b;a  . Точку a  при цьому називають особливою точкою функції  xf . 

 
Означення 1. Невласним інтегралом другого роду функції  xf  на 

проміжку  b;a  називається границя  


b

a
dxxflim

 0
 і позначають 

 

                                         



b

a

b

a
dxxflimdxxf

 0
 .                                     (2.5) 

 
Якщо ця границя скінченна, то інтеграл називається збіжним. Якщо 

границя нескінченна, або взагалі не існує, тоді інтеграл називається розбіжним. 
Функція  xf  при цьому називається інтегрованою на даному проміжку. 

Нехай тепер функція  xf  є обмеженою і інтегрованою на будь-якому 
відрізку  b;a , ab  0  і не є інтегрованою на відрізку  b;b  . 

 
Означення 2. Невласним інтегралом другого роду функції  xf  на 

проміжку  b;a   називається границя  








b

a
dxxflim

0
 і позначають 

 

                                      









b

a

b

a
dxxflimdxxf

0
.                                         (2.6) 

 
У цьому випадку точка b  вважається особливою точкою функції  xf . 
Збіжність (розбіжність) інтеграла й інтегрованість функції  xf  на 

відповідному проміжку визначають так само, як і для інтеграла (2.5). Інші 
можливі випадки можуть бути зведені до вже розглянутих. 

Розглянемо випадок, коли особливими точками функції є одночасно 
точки ax   й bx  . Це означає, що функція  xf  необмежена на  a;a  та на 
 b;b  , а на будь-якому відрізку   ;     b;a  вона є інтегрованою .  
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Тоді покладають         
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf ,  де cx   - довільна точка 

інтервалу  b;a . 

В цьому разі                







b

a

c

a

b

c
dxxflimdxxflimdxxf





 00
.               (2.7) 

 
Іноді може трапитися випадок, коли підінтегральна функція  xf  є 

необмеженою поблизу точки cx  , яка знаходиться всередині відрізка  b;a . В 

інших частинах відрізка  b;a  функція  xf  інтегрована. Тобто точка cx    є 
особливою точкою функції  xf . 

Тоді покладають         
b

a

c

a

b

c
dxxfdxxfdxxf , але тепер у цій рівності 

обидва інтеграла правої частини означаються формулами (2.5) та (2.6). 

Позначають:             





b

a

c

a

b

c
dxxflimdxxflimdxxf



 00
.                             (2.8) 

Висновок про збіжність інтеграла  
b

a
dxxf  у формулах (2.7) та (2.8) 

роблять тільки в тому випадку, коли обидві границі правих частин цих формул, 
знайдені незалежно одна від одної, існують і скінченні. Інтеграл розбігається, 
якщо хоча б одна з цих границь нескінченна або взагалі не існує. 

 
Зразки розв’язування задач 

 
Дослідити на збіжність (розбіжність) і обчислити інтеграли. 

1.   


 

1
20

0

1

00

1

0
xlim

x
dxlimx

x
dx точкаособлива  

  2021221212
000






limlimlim .   

Границя існує і скінченна, отже інтеграл збігається.  
 

2.   






 



 2
4

4
4

4
4

4

2 00

4

2




xlnlim

x
dxlimx

x
dx точка особлива  
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22444
000

lnlimlnlimlnlnlim


 ,  

оскільки перша границя нескінченна (при   ln0 ). Тобто наш 
інтеграл розбігається. 
 

3. 












 







3

0
2

0

2
2

3

2
2 66

32

6 xx
dx

xx
dxx,x

xx
dx

точки особливі
 




 









3

0
20

0

2
20 66 xx

dxlim
xx

dxlim . 

Обчислимо інтеграл окремо: 









 







 










 








2
5

2
1

2
5

2
1

2
52

1

4
25

2
16

4
1

4
1

2
126 222

x

x
ln

x

dx

xx

dx
xx

dx

C
x
x

ln 




2
3

5
1 . 

Повертаючись до границь, отримаємо: 








 




















 


 

5
2
3

5
1

0
3

2
3

5
1

2
0

2
3

5
1

000
lnlnlim

x
xlnlim

x
xlnlim

 





















 















 2

3
55

15
2
3

5
1

2
3

55
1

000
lnlimlnlimlnlnlnlim












 








 






 







5
55

1
00

lnlimlnlim .  

 Оскільки обидві границі нескінченні, то інтеграл розбігається.  
 

4. 
 

 
   











6

4 3 23 2

6

2 3 2 44
4

4 x

dx

x

dxx
x

dx 4

2
точка особлива  

   
















 2

4
43

44
3

0

6

4 3 20

4

2 3 20







xlim

x

dxlim
x

dxlim  

   





33
0

33
0

3
0

44232443
4
6

43 
 

limlimxlim  
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  3333
0

333
0

2602203223 





 





limlim .  

Обидві границі скінченні, інтеграл збігається. 
 

5.   



1

0
2

1

0

1

0
2

1

0


dx
x
e

limxdx
x
e xx

точка особлива . 

Обчислимо інтеграл окремо: 

 



 CeCedte

dt
x

dt

tx
dx

x
e xttx 1

2
2

1 1
. 

Тоді  




























 

1

0

1
1

0

1

0

1
elimeeelimelim x , бо при 0   


1

e . 
Отже наш інтеграл розбігається. 
 

6.   



1

00

1

0
0


xdxlnlimxxdxln точка особлива . 

Обчислимо інтеграл, застосовуючи метод інтегрування частинами: 
















  11

1 11
ln

x
dxxxlnxduv

a
b

vu
xvdxdv

x
dxduxlnu

xdxln
b

a  
 







  1
1

0
1

lnxlndxln . 

Повертаючись до границі, отримаємо: 

  















2
0000 1

1

1
1

111











limlnlimlnlimlnlim

1011
0






lim   (при обчисленні границі застосовано правило 

Лопіталя). 
Як бачимо,границя скінченна, наш інтеграл збігається. 
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7.   
 




2

00

2

0 1
0

1







xcos
dxlimx

xcos
dx точка особлива . 

Для обчислення інтеграла застосуємо універсальну підстановку: 

 
 
































2

2
22

2

2
1
111

2

1
1

1
2
2

1

t
tt

dt

t
txcos,

t
dtdx

,xtgt

xcos
dx  

 
C

xtg
C

tt
dt

t
dt

t
ttt

dt







 
2

11
2

2

1
111

2 22

2

22
2

. 

Тоді   
































2

11
2

1

4

1

2

1
00

2
0  



 tg
lim

tgtg
lim

xtg
lim ,  бо 

якщо 0     

2

1
tg

  .  Границя скінченна, інтеграл розбігається. 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
Дослідити на збіжність (розбіжність) і обчислити інтеграли:

1. 


1 x
dx ; 

2. 
 

3

2 3x
dx ; 

3. 





1

27 dxe x ; 

4. 


0
2

2

1
dx

x
xarctg ; 

5. 


2
2 54xx

dx ; 

6. 



0

xdxcosx ; 

7. 


1

0
21 x

dx ; 

8. 
 



3

2
32x

dx ; 

9. 


2

0
2 34xx

dx ; 

10. 
 

0

1
21 x

xdxarcsin .
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Тема 3. ЗАСТОСУВАННЯ ВИЗНАЧЕНОГО ІНТЕГРАЛА 
ДО ЗАДАЧ ГЕОМЕТРІЇ 

 
Обчислення площ плоских фігур 

 
Визначений інтеграл від додатної неперервної функції  xf  , заданої на 

відрізку  b;a , чисельно дорівнює площі криволінійної трапеції, обмеженої 
графіком функції  xfy   і прямими 0 y,bx,ax  (рис. 3.1): 

                                          
b

a
dxxfS .                                                       (3.1) 

В разі, коли   0xf  на  b;a  (рис.3.2)     

                                      
b

a

b

a
dxxfdxxfS .                                    (3.2) 

                                                                                  
 

 
Якщо функція  xf  на відрізку  b;a  скінчене число разів змінює знак, то 

  dxxfS
b

a
 . 

Площу фігури, обмеженої кривими  xfy 1  та  xfy 2  і прямими 

bx,ax   за умови, що    xfxf 12   (рис.3.3) знаходять за формулою 

                                                 dxxfxfS
b

a
  12 .                                 (3.3) 

У випадку, коли фігура обмежена кривою  yx      0y  та прямими  

0 x,dy,cy  (рис.3.4), її площу знаходять за формулою 

y 

a b 
x 0 

y = f (x) 

y = f (x) 

x  0 
a b 

y 

Рис. 3.1 Рис. 3.2 
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d

c
dyyS  .                                                  (3.4) 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

Зразки розв’язування задач 
 
Обчислити площі фігур, обмежених лініями. 
 

1. 02013  y,x,x,xy . 

Розв’язання 
 Побудуємо дані лінії і 
визначимо фігуру, площу якої треба 
знайти. 
Площа визначається за формулою 
(3.1) : 

  
2

0
13 dxxS 












0
2

2
3 2

x
x

822
2
3 2   кв. од. 

 
 

2. 42  y,xy . 

Розв’язання 

Фігура обмежена параболою 2xy   і прямою 4y . 

 
    0 

  y 

y = 0 

 
  7 

y=3x+1 

x = 2 

2 

x = 0 

y = f2 (x) 

y = f1 (x) 

 
a 

 
b 

y 

0 

y 

 
     
x 

 
 
0 

   с 

d 
x = Ψ (y) 

Рис. 3.3 Рис. 3.4 

x 
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Щоб визначити межі 
інтегрування, знайдемо абсциси 

точок перетину ліній 2xy   та 
4y : 










4

2

y
xy ,  звідки .x,x 242  . 

Як бачимо, фігура 
симетрична відносно осі Oy , 
тому обчислимо площу її правої 
половини, а загальний 
результат подвоємо. 

 
Будемо мати  

 
3

168
3
202

3
2

0
2

3
22 33

2

0

3
2  

xdxxS   кв. од. 

 
3. 32  x,xy,xy . 

Розв’язання 
Побудуємо дані лінії.                                                                  

Фігура на відрізку  30;  обмежена зверху 

xy 2 , знизу прямою xy  . Її площу 
знайдемо за формулою (3.3): 
 

 
2
9

0
3

2
2

23

0

3

0
  

xxdxdxxxS   кв. од.                                

 
 
 
 

4. 042  y,xxy . 
Розв’язання 

Побудуємо параболу xxy 42  . Приведемо рівняння до канонічного 
виду, виділивши повний квадрат: 

      0  
      

 
x  

  xy 2  

xy   

 
3  

  y  
 

  3  

  6  

3x  

 
 
 
   -2           0                  2 

 
y = 4 

        y 

      x 

          y= 2x  
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 222 24444444  xy,xxy,xxy . 

Отже, парабола xxy 42   має вершину в точці  42  ;  і перетинає вісь  

Ox  в точках  0404 2
21  xxx,x . 

На відрізку  04;  функція 

xxy 42   має від’ємні значення. За 
формулою (3.2) шукана площа 
дорівнює 

  












  4

0
2

4
3

4
230

4

2 xx
dxxxS










 

4
0

2
3
1 23 xx  

    





  32

3
64

424
3
1

0 23  

3
32

   кв. од. 

 

5. 0782  x,yyx . 

Розв’язання 
Канонічний вид 

параболи 782  yyx : 

  ,yyx 7161682 

тоді   249  yx . 
Парабола симетрична 

відносно прямої 4y , має 

вершину  49; . 
Точки перетину з віссю 

Oy : 










0
782

x
yyx ,    тоді      0782  yy ,  звідки       11 y ,   72 y . 

За формулою (3.4) знайдемо площу: 

     y  

782  yyx  

 
   7  

 
1  

 
0  
 

 
  9  

x  

4y  
 

 
   4  

       
    0  

 
0y  

4  

xxy 42   
 

   
 
   

2  

y  

x  
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7

1

2 78 dyyyS 











1
7

7
2

8
3

23
yyy







 






  74

3
1

49494
3

343  363
3
1

49196
3

343
   кв. од. 

 

6. 054
 yx,

x
y . 

Розв’язання 
Побудуємо дані гіперболу 

та пряму. Для знаходження 
абсцис точок перетину графіків 
розв’яжемо систему рівнянь: 











5

4

xy
x

y , тоді 5
4

 x
x

, 

xx 54 2  , 0452  xx , 
звідки 41 21  xx . 

Отже,   





 

4

1

45 dx
x

xS  

  





 










 5

2
1

4412145
2
1

44208
1
4

45
2

2
lnlnlnxlnx

x

4457 ln,    кв. од.  
 

Завдання для самостійної роботи 
 

Обчислити площі фігур, обмежених лініями: 
1. 23 xxy  , 0y ; 

2. 1 xy ,  1 xy ,  1x ,  3x ; 

3. 42  xy ,  02  xy ; 

4. xcosy  ,  xsiny  ,  0x ; 
5. 4xy , 13  xy , 1y .

   y 

x  

y = 
x
4

 

   
5 xy  

 
4
 

 
1
 

 
   5  

 
0
 

 
   5  
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Тема 4.  ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ. 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

 
 Диференціальним рівнянням називають рівняння, яке зв’язує незалежну 
змінну x , шукану функцію y  та її похідні (або диференціали): 

    0 ny,...,y,y,y,xF                                                                              

або   02

2











n

n

dx

yd,...,
dx

yd,
dx
dy,y,xF   . 

 Порядок диференціального рівняння визначається найвищим порядком 
похідної (диференціала) цього рівняння. 
 Розв’язком диференціального рівняння називається функція  xy  , яка 
при підстановці  у  це рівняння перетворює його на тотожність. 
 Диференціальне рівняння першого порядку має вигляд 
 
                    0y,y,xF ,                                                    (4.1)     

де  x   незалежна змінна,  y  шукана функція, y похідна шуканої функції. 
 Якщо рівняння можна розв’язати відносно похідної, то його записують у 
вигляді 

 y,xfy  . 
 Розв’язком диференціального рівняння (4.1) на деякому інтервалі  b,a  
називається диференційована на цьому інтервалі функція  xy  , яка при 

підстановці в рівняння (4.1) перетворює його на тотожність на  b,a . 
 Функція  C,xy  , де C довільна стала, називається загальним 
розв’язком  рівняння (4.1) в області G , якщо вона задовольняє дві умови: 
 1) функція  C,xy   є розв’язком рівняння при будь-якому значенні 
сталої C  з деякої множини; 
 2)  для довільної точки   Gy,x 00   можна знайти таке значення 0CC  , що 

функція  0C,xy   задовольняє початкову умову: 

  000 yC,x  . 

 Частинним розв’язком рівняння (4.1) називається функція  0C,xy  , 

яка утворюється із загального розв’язку  C,xy   при певному значенні 

0CC  . 
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 Якщо загальний розв’язок диференціального рівняння знайдено в 
неявному вигляді, тобто   0C,y,x , то такий розв’язок називають загальним 
інтегралом диференціального рівняння (4.1). 
 

Види  диференціальних рівнянь першого порядку: 
 

1. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними; 
2. Однорідні диференціальні рівняння; 
3. Лінійні диференціальні рівняння; 
4. Диференціальні рівняння Бернуллі. 
 

 Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними мають вигляд 
 
        ygxfy  ,                                              (4.2) 
де   xf  і  yg задані і неперервні на деякому інтервалі функції. Вважаючи, 

що  
dx
dyy   ,  дістанемо     ygxf

dx
dy

               

                      або          dxxf
yg

dy
 ,    0yg  .                                   (4.3) 

         Рівняння (4.3) називається рівнянням з відокремленими змінними. 
 Інтегруючи обидві частини останнього рівняння, отримаємо загальний 
інтеграл диференціального рівняння  

      Cdxxf
yg

dy . 

         Диференціальне рівняння (4.2) є окремим випадком рівняння виду 
 
           02211  dyyNxMdxyNxM                                (4.4) 

        
  Для відокремлення змінних у цьому рівнянні досить обидві його частини  
поділити на добуток     xMxN 21      (     00 21  xM,yN ).  
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Однорідні диференціальні рівняння 
 

 Функція  y,xf  називається однорідною функцією n го виміру відносно 
змінних x  та y , якщо для довільного 0t  виконується тотожність 

   y,xftyt,xtf n . 
           Диференціальне рівняння 
                                                      y,xfy                                                   (4.5) 

 називається однорідним, якщо функція  y,xf  є однорідною функцією 
нульового виміру, тобто,    y,xfyt,txf  . 

 Підстановкою 
x

t,uxuy,uxy
1

 ,  де   xu невідома функція, 

рівняння (4.5) зводиться до рівняння з відокремленими змінними: 

  x
dx

uu,f
du


1

. 

 
 Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку називається 
рівняння виду 
                                                      xQyxPy  ,                                         (4.6) 

де   xP    та  xQ задані і неперервні на деякому проміжку функції. 
          Розв’язок рівняння (4.6) знаходимо у вигляді 
                                                          uvy  ,                                                   (4.7) 

де   xu  та  xv  невідомі функції, причому одна з них функція довільна (але 
не дорівнює тотожно нулю). Після підстановки (4.7) в рівняння (4.6) останнє  
перетворюється на систему 2-х рівнянь з відокремлюваними змінними. 
 
 Рівняння Бернуллі має вигляд 

                                                   yxQyxPy  ,                                       (4.8) 

де  ),(R 10   . 
         При 0    рівняння (4.8) буде лінійним, при   1 рівнянням з 
відокремлюваними змінними. Метод розв’язання рівняння Бернуллі такий 
самий як і для лінійного рівняння, тобто розв’язок його знаходимо у вигляді 

vuy  . 
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Зразки розв’язування задач 
 
 Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь. 

1. 23xy  . 
Розв’язання  

Маємо рівняння з відокремлюваними змінними  (     13 2  yg,xxf ). 

Враховуючи, що 
dx
dy

y  , будемо мати 23x
dx
dy

 , звідки dxxdy 23 . Це 

рівняння з відокремленими змінними.  Проінтегруємо його: 

  dxxdy 23 , Cxy 
3

3
3

  або  Cxy  3  - це загальний розв’язок  

рівняння.  
 

 2.  
42 


x

yy . 

Розв’язання 

       Це теж рівняння з відокремлюваними змінними (     yyg,
x

xf 



4

1
2

). 

Будемо мати   
42 


x

y
dx
dy . 

         Помножимо обидві частини на dx , а потім відокремимо змінні. Для цього 

рівняння розділимо на y :   
42 


x

dx
y

dy . 

          Після інтегрування отримаємо: 

Cln
x
xlnyln 






2
2

22
1 ,    C

x
xlnyln 












4

1

2
2 ,  звідки   




 4
2
2

x
x

Cy  

загальний розв’язок. 
 
3.  Розв’язати задачу Коші: 

      112222  y,dxyxydyxyx . 
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Розв’язання 
         Для того, щоб відокремити змінні, треба спочатку винести за дужки 

співмножники в кожній з частин рівняння, тобто 2x  та 2y  з лівої і правої 

частин рівняння відповідно, а потім розділити рівняння на  22 yx   і  
проінтегрувати. Будемо мати:  

     ,dxxydyyx 11 22       

   
22

2

22

2 11
yx

dxxy
yx

dyyx 



,    




 dx
x

xdy
y

y
22
11 , 

  


















 dx

xx
dy

yy 22
1111 ,  C

x
xln

y
yln 

11 , звідки   C
xyx

yln 11    

загальний розв’язок. 
 Підставимо початкові умови в загальний розв’язок та отримаємо 
частинний розв’язок рівняння: 

2
1
1

1
1

1
1

 CCln ,  тоді   211
xyx

yln  частинний розв’язок. 

 
4. Записати рівняння кривої, яка проходить через точку  10; , кутовий 
коефіцієнт дотичної до якої  у кожній точці дорівнює tgxy . 

 
Розв’язання 

         Кутовий коефіцієнт дотичної до кривої  xfy   у кожній точці є y . 

Маємо диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними: tgxyy  . 

tgxy
dx
dy

 , тоді dxtgx
y

dy
 ,   dxtgx

y
dy . Отримаємо 

Clnxcoslnyln  , звідки xcosCy   - загальний розв’язок рівняння.  

Для того, щоб знайти C  підставимо координати точки, через яку 
проходить шукана крива, в отриманий розв’язок: 01 cosC  , звідки 1C . Тоді 

xcosy   є рівнянням цієї кривої.  
 

5. Розв’язати рівняння   x
y

xyyx


 2   .                     
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Розв’язання 

           Доведемо, що це рівняння є однорідним.  Нехай  
yty
xtx


 , тоді 

xt
yt

xtytyxt


 2 , x
yx

y

x
yy

xt
xtyty







 22 , тобто рівняння 

однорідне. 
 Для того, щоб  перетворити  його на рівняння з відокремлюваними 

змінними зробимо підстановку:  
x
y

u,uxuy,xuy  .  

Отримаємо   u
ux

xuxuxux


 2  або uuuxu  2 , uxu  2 ,  

тоді u
dx
dux  2 . Відокремлюючи  змінні,  маємо    

x
dxduu 2 .                            

         Після інтегрування отримаємо загальний інтеграл даного 
диференціального рівняння: 

Clnxln
ln

u


2
2 ,  тоді  xClnlnx

y
 22 . 

 

6. Знайти загальний розв’язок рівняння      02 22  dyxdxxyy . 
 

Розв’язання 

         Маємо: 22 2 xQ,xyyP  . 

 Функції  y,xP  та   y,xQ  є однорідними функціями другого виміру: 

          y,xPtxyytxytytytytxtytyt,xtP 222222222 2222  ; 

           y,xQtxttxty,txQ 2222  . 
Тобто початкове рівняння є однорідним. 

 Зробимо підстановку  
x
y

u,uxuy,uxy   та зведемо це рівняння 

до рівняння з відокремлюваними змінними: 

02 22  yxxyy , 

    02 22  uxuxuxxux , 

  02 2222  uxuxuxxu ,  тоді  022  uxuuu , звідки 
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22 uux
dx
du

,uuxu  . 

 Відокремимо змінні в останньому рівнянні: 

 
 x

dx

uu

du
2

. 

Перетворимо    222
222

2
1

4
1

2
1

2
1

2
12 






 



























 uuuuuuu .   

 Тоді 
 

 
 x

dx

u

du
221

4
1

,     Clnxln
u

u
ln 






2
1

2
1

2
1

2
1

2
12

1   або 

 











Cx
yx

y
Cx

x
y
x

y
Cx

u
u

Cxln
u

u
ln

111
 загальний інтеграл 

даного рівняння. 
 

7. Розв’язати задачу Коші :    1122  y,yyxyxy . 
 

Розв’язання 
         Це рівняння є однорідним (перевірити самостійно), тому після 

підстановки 
x
y

u,uxuy,uxy   отримаємо рівняння з 

відокремлюваними змінними: 

     uxuuxxuxuxux  22 , 

   uxuuxuxuxxu  2222     або     22 uxuuuxuu  , 

uxuuxu  ,     uuxu  1 , 

    uux
dx
du

uuxu  11 . 

          Відокремимо змінні і проінтегруємо обидві частини рівняння: 

Clnxlnulnu
x

dx
du

ux
dx

du
u

u







 


   

1
1

1   або 

          Cuxlnu  ,   x
x
yCln

x
y

 ,  Cylnxy загальний інтеграл. 

 Використаємо початкові умови:  eCClnCln  111 . 
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          Тоді yelnxy    або   ylnelnxy  . Таким чином,  ylnxxy  

розв’язок задачі Коші. 
  

8. Розв’язати рівняння  
x

xsinxctgyy  . 

 
Розв’язання 

          Це рівняння є лінійним, і його розв’язок будемо шукати у вигляді uvy  . 

Тоді .vuvuy   

 Маємо: 
x

xsinctgxuvvuvu  ,   
x

xsinvuvctgxvu  . 

 Будемо вважати, що вираз в дужках у лівій частині рівняння дорівнює 
нулю. Тоді для знаходження u  та v  отримаємо систему диференціальних 
рівнянь з відокремлюваними змінними: 











.
x

xsinvu

,vctgxv 0
 

         Знайдемо спочатку розв’язок першого рівняння. Для цього відокремимо 
змінні та проінтегруємо рівняння: 

            dxxctg
v
dv

dxxctg
v
dv

vctgx
dx
dv xsinvxsinlnvln  . 

 Підставимо знайдене v  в друге рівняння системи: 

 
xdx

du
x

u
x

xsin
xsinu

11  Cxlnu
x

dx
du  . 

           Тоді шуканий розв’язок  лінійного рівняння матиме вигляд 
                                             xsinCxlny  . 
 

9. Розв’язати рівняння  xcosxyyx 2 . 

 
Розв’язання 

         Розділимо рівняння на x  та розв’яжемо його аналогічно попередньому:  

xcosx
x
yy  - це лінійне рівняння. Зробимо в ньому заміну:  

uvvuy,vuy  . 
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 Будемо мати   xcosx
x

uvvuvu  ,  xcosxvu
x
vvu 





  , звідки  

         










.xcosxvu

,
x
v

v 0  

Розглянемо перше рівняння системи 0
x
v

v . Отримаємо  

         ,xlnvln
x

dx
v

dv
x

dx
v

dv
x
v

dx
dv

x
v

v     

звідки xv  . 
Підставляючи тепер знайдене v  у друге рівняння системи, будемо мати  

  ,xdxcosduxdxcosduxcos
dx
duxcosuxcosxxu

звідки  Cxsinu  . 
 Отже,      xCxsiny  загальний розв’язок. 
 

10. Розв’язати задачу Коші:  
x

e
x
y

y
x2

2 
 ,    01 y . 

 
Розв’язання  

Маємо лінійне рівняння. Заміняючи vuy  , vuvuy  , отримаємо  

x
e

x
uv

vuvu
x2

2 
 ,   

x
e

vu
x
v

vu
x2

2 







  ,   звідки  















.

x
evu

,
x
vv

x2

02

 

Розв’язуючи кожне з рівнянь окремо ,будемо мати 

1) ,
x
v

dx
dv

x
v

v
22

    
x

dx
v
dv

2 .      

Інтегруючи отримаємо:  
x

dx
v
dv

2 ,  xlnvln 2 , звідки 2 xv   або  

2
1

x
v  . 
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2) 
x

e
x

u
x2

2
1 

 ,  
2xexu  ,  а саме dxexduex

dx
du xx 22   , тоді 

   dxexdu x2
. 

Візьмемо  інтеграл у правій  частині окремо  

CeCedte
dxxdt

,xtdxxe xttx 

  

22

2
1

2
1

2
1

2

2
.     

Тоді будемо мати  Ceu x   2

2
1 .  

Отже,  
2

1
2
1 2

x
Cevuy x 





    - загальний розв’язок .  

Використовуючи начальну умову, знайдемо C : 1
2
1

0 1 





   Ce , звідки 

e
C

2
1

 .Тоді частинний розв’язок матиме вигляд  
2

1
2
1

2
1 2

xe
ey x 








   . 

 

11. Розв’язати рівняння  xlnxyyyx 2 . 
 

Розв’язання 
        Маємо рівняння Бернуллі, класичний вигляд якого буде 

xlny
x
yy 2 . 

 Метод розв’язання – аналогічний до метода розв’язання лінійних рівнянь. 
Тобто, вважаючи, що  uvy  ,  vuvuy  , дістанемо 

  xlnuv
x

uvvuvu 2 ,    xlnvuvu
x
vvu 22





  . 

 










.xlnvuu

,
x
v

v
2

0  

1)    
x

dx
v
dv

x
dx

v
dv

x
v

dx
dv

x
v

v  xlnvln   або  

       ,xlnvln 1 звідки 
x

v 1
 . 

2)   
x
xdxln

u
du

x
xln

u
dx
du

xln
x

uu
2

22 1 . 
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          Для останнього інтеграла використаємо заміну змінної  
x

dxdt

xlnt




. 

Дістанемо      tdtduu 2  



Cxln

u
Ctu

2
1

21

221
 

u
1

Cxln
uCxln

2
2

2
2

2

2





 . 

          Загальний розв’язок рівняння Бернуллі матиме вигляд 

xCxln
y 1

2
2

2 


     або    
Cxxlnx

y
2

2
2 

 . 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
Знайти загальні розв’язки диференціальних рівнянь: 

а) 02  xdydxy ;     б) 0 ylnyyx ; 

в)
yx

yxy
2


 ;     г)  13 2  xeyy x  ; 

д)
x
ysinyx

x
ysinyx  ;     є) 02  xcosyytgxy . 

 2. Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь: 

а)       110121 2  y,dxxydyyx ; б)   53,2   yy yx ; 

в)    
2

1, 
 yxyxtgyyx ;    г)   30,12 2  yx

x
yy ; 

д)  
4
90,2  yyeyy

x
. 

 3.  Записати рівняння кривої, яка проходить через точку  000 y,xM , 

кутовий коефіцієнт дотичної до якої  дорівнює  y,xf : 

а)    
x
yyxfM ,,5;20 ;              б)       22

0 ,,1;1 yxyxfM   
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Тема 5.  ЛІНІЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ . 
ЛІНІЙНІ ОДНОРІДНІ РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗІ СТАЛИМИ 

КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Диференціальним рівнянням другого порядку називається рівняння 
вигляду   0 y,y,y,xF . 

Розв’язком такого рівняння називається будь-яка функція  xy  , що 
має першу та другу похідні та перетворює дане рівняння на тотожність, тобто 

       0 x,x,x,xF  . 
Задача Коші для цього рівняння полягає у тому, щоб знайти розв’язок  

рівняння, який задовольняє початковим умовам: 00 yy,yy   при 0xx  , де 

000 y,y,x   задані числа. 

Функція  21 C,C,xy   називається загальним розв’язком 

диференціального рівняння другого порядку, якщо, при відповідному виборі 
довільних сталих 21 C,C  ця функція є розв’язком будь-якої задачі Коші, що 

поставлена  для цього рівняння. 
Будь-який розв’язок, який отриманий із загального розв’язку при 

конкретних значеннях сталих 21 C,C , називається частинним розв’язком 

диференціального рівняння другого порядку. 
Диференціальне рівняння другого порядку називається лінійним, якщо 

воно має вигляд 
     xfyxyxy  21  ,   

де       xf,x,x 21   - задані і неперервні на  b;a  функції. 

Якщо   0xf , то рівняння називається однорідним, якщо   0xf  - 

неоднорідним. Розглянемо випадок, коли функції    x,x 21   є сталими 

числами:       021  xf,qx,px  , тоді рівняння  
0 qyypy  

називається лінійним однорідним диференціальним рівнянням зі сталими 
коефіцієнтами.  
 Загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння  має вигляд  

 
   xyCxyCy 2211  , 
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де    xy1   та    xy2  лінійно-незалежні частинні розв’язки рівняння, тобто  
 
  const
xy
xy


2

1 , а  21 C,C довільні сталі. 

          Для знаходження  21 y,y  треба розв’язати характеристичне рівняння: 
02  qkpk . 

  
 Можливі наступні  випадки: 
 

21 k,k  корені характери-    
               стичного рівняння 

21 y,y частинні  

розв’язки 

 

2211 yCyCy   ‒ 

загальний розв’язок 

 
21 k,k   дійсні різні числа, 

              21 kk   
               

xkey 1
1   

xkey 2
2   

xkxk eCeCy 21
21   

 21 kk дійсні однакові  
                 числа 

xkey 1
1   

xkexy 1
2   

 xCCey xk
21

1   

 ik , 21 комплексно- 

             спряжені числа, 

 12i уявна одиниця, 
 , дійсні числа. 

 

xcosey x 1  

xsiney x 2  

 
 

 xsinCxcosCey x 
21   

 
Зразки розв’язування задач 

 
Розв’язати рівняння . 

1. 086  yyy . 
Розв’язання 

        Складемо характеристичне рівняння 

0862  kk . 

  48146 2 D ,   
2

46
21


,k   тобто 

24 21  k,k  - корені характеристичного рівняння дійсні та різні, тому 

загальний розв’язок  має вигляд  xx eCeCy 2
2

4
1  . 

 
2.  096  yyy . 
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Розв’язання 

         Характеристичне рівняння має вигляд    0962  kk . Його корені 

321 ,k  – дійсні, рівні. Тоді загальний розв’язок рівняння    xCCey x
21

3   . 

 
3.  0134  yyy . 

Розв’язання 

        Маємо  характеристичне рівняння  01342  kk . 

 36131442 D ,     3232
2

364
21 


  ;,ik , . 

 Загальний розв’язок рівняння   xsinCxcosCey x 33 21
2   . 

  
         Розв’язати задачу Коші. 
 
4.     7030065  y,y,yyy . 

 
Розв’язання 

        Характеристичне рівняння має вигляд  0652  kk ,звідки маємо корені  

 32 21  k,k . Тоді загальний розв’язок xx eCeCy 3
2

2
1  . Для того, щоб 

знайти частинний розв’язок треба визначити   1C  та  2C .  Це можна зробити, 

використовуючи початкові умови, але спочатку треба знайти похідну  y  від 

загального розв’язку: xx eCeCy 3
2

2
1 32  . Дістанемо систему рівнянь: 

 
  


































.C
,C

CC
,CC

eCeC

,eCeC
y

,y
1
2

732
3

327

3
70

30

2

1

21

21
0

2
0

1

0
2

0
1  

        Отже, частинний розв’язок рівняння   xx eey 322  . 
 
5.     30200  y,y,yy . 

Розв’язання 

Отримаємо характеристичне рівняння 02  kk . Це неповне квадратне 
рівняння, тому розв’яжемо його наступним чином:   01  kk , звідки 
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знайдемо 01 k ,  12 k . Тоді загальний розв’язок рівняння  xeCeCy  2
0

1  

або xeCCy  21  . 

Знайдемо   xx eCeCy   22 10 . 

Підставляючи початкові умови, будемо мати  


































.C

,C
C

,CC
C

,CC

eC

,eCC
3

5
3

2
3

2

3

2

2

1

2

21

2

21
0

2

0
21  

Тоді частинний розв’язок рівняння  xey  35 . 
 

6.      .y,y,yy 2010025  . 
 

Розв’язання 

Характеристичне рівняння 0252 k , звідки 252 k , тому 

 5052521   ,ik , .  Тоді  загальний розв’язок запишеться у 

вигляді    xsinCxcosCey 55 21
0      або  xsinCxcosCy 55 21  . 

Знайдемо xcosCxsinCy 5555 21  . 

Для знаходження 21 C,C  отримаємо систему рівнянь: 




















.CC

,C

cosCsinC
,sinCcosC

5
2

25

1

05052
001

22

1

21

21  

Тоді  xsinxcosy 5
5
2

5   - частинний розв’язок.  

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 
Знайти загальні та частинні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь 
другого порядку: 

1. 012  yyy ;                                    5. 09  yy ; 
2. 052  yyy ;                                    6. 0 yy ; 

3.     1050044  y,y,yyy ;   7.     130400127  y,y,yy ; 

4. 052  yy ;                                          8.     00400  y,y,yy . 
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Тема 6.  ЛІНІЙНІ НЕОДНОРІДНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 
ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ ІЗ 

СПЕЦІАЛЬНОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ 
 

 Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого 
порядку зі сталими коефіцієнтами 

 xfyqypy  . 

 Якщо  права  частина   xf   лінійного  неоднорідного рівняння є 
функцією спеціального вигляду, то рівняння можна розв’язати методом 
невизначених коефіцієнтів, і загальний розв’язок має вигляд 

 yyy , 

де  y загальний розв’язок  відповідного однорідного рівняння, y частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння, який залежить від функції  xf  та коренів 
характеристичного рівняння 21 k,k . 

 Можливі такі випадки: 

1.  Нехай     xPexf n
ax , де   xPn многочлен степеня  n , тобто  

      01
1

1 axa...xaxaxP n
n

n
nn  

 , тоді: 

 а) якщо  ak,ak  21 , тоді частинний розв’язок обираємо у вигляді  

 xQey n
ax , де   xQn многочлен степеня  n  з невідомими коефіцієнтами, 

причому, якщо     0n ,    AxQn  , 

   1n ,     BAxxQn  , 

   2n ,    CBxAxxQn  2 ,  

       3n ,             DCxBxAxxQn  23 ; 

 б) якщо  ak,ak  21 , тоді    xQexy n
ax ; 

 в) якщо  akk  21 , тоді    xQexy n
ax2 .  

 
Зауваження 1.  Для знаходження невідомих коефіцієнтів многочлена  xQn   

треба підставити функцію  y   та її похідні першого й другого порядку в 

вихідне рівняння та прирівняти коефіцієнти при однакових степенях  n   з обох 
його сторін. Таким чином, дістанемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь, з 
якої визначимо невідомі коефіцієнти. 
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2.  Нехай         bxsinxQmbxcosxPexf n
ax  ,  де      xQ,xP mn  многочлени 

степенів  n   та  m , тоді існують такі випадки: 

 а)  якщо  biak , 21 ,  тоді      bxsinxLbxcosxQey SS
xa  , де  

   xL,xQ SS многочлени степеню   m,nmaxs    з невідомими 

коефіцієнтами; 

 б)  якщо  biak , 21 , тоді      bxsinxLbxcosxQexy SS
ax   . 

  
Зауваження 2.  У цьому випадку для знаходження невідомих коефіцієнтів 
многочленів  xQS    та   xLS  діємо так само, але прирівнюємо коефіцієнти 

при bxsin,bxcos , внаслідок чого знов дістанемо систему лінійних 
алгебраїчних рівнянь, з якої визначимо невідомі коефіцієнти. 

  
Зразки розв’язування задач 

 
Записати структуру частинного розв’язку диференціального 

рівняння по вигляду функції  xf . 
1.  xfyyy  106 : 

    а)   xexf 3 ;  б)   xxf  ;  в)   xsinexf x3 . 
 

Розв’язання 

Знайдемо корені характеристичного рівняння  01062  kk . 

410146 2 D ,  iik , 






 3
2

26
12

46
21 . 

а) якщо     0133   n,xP,aexf n
x . 

213 ,ka  , тому оберемо частинний  розв’язок у вигляді  x* Aey 3 . 

          б) якщо     10  n,xxP,axxf n . 

210 ,ka  , тому    x* eBAxy 3 . 

в) якщо       0010033   n,m,xQ,n,xP,axsinexf mn
x . 

213 ,kibia  , тому   xsinBxcosAexy x*  3 . 
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2.  xfyy  2 : 

    а)   xcosxxf 2 ;  б)   xexxf 22  ;  в)   xxf 3 . 
 

Розв’язання 

Знайдемо корені характеристичного рівняння  022  kk :  
  2002 21  k,kkk . 

          а) якщо       200102  b,m,xQ,n,xxP,axcoxxxf mn . 

21220 ,kiibia  , тому     xsinDCxxcosBAxy* 22  . 

б) якщо     22 222   n,xxP,aexxf n
x . 

22 ka  , але 1ka  , тому  CBxAxexy x*   22 . 

          в) якщо     1303  n,xxP,axxf n . 

10 ka  , але 2ka  , тому    BAxxy*  . 

 
 Знайти  загальні розв’язки рівнянь. 

3. xeyyy 236  . 
Розв’язання. 

Загальний розв’язок рівняння має вигляд   yyy , де   y   загальний  

розв’язок відповідного однорідного рівняння  06  yyy , а *y  - частинний 
розв’язок неоднорідного рівняння. 

:y   характеристичне рівняння має вигляд   016 2  kk . 

    251641 2 D ,   
62
51

21 


,k     або   
3
1

2
1

21  k,k . 

Тоді   
xx

eCeCy 3
1

2
2
1

1


 . 

:y*     xexf 23   ( 2a ,    3xPn , тому степінь цього многочлена 

відносно x  - 0n ). 

Оскільки ak 1  та ak 2 , обираємо *y  у вигляді  x* Aey 2 . 

Тепер потрібно визначити невідомий коефіцієнт A , а для цього знайдемо 
*y  та 

*y . Будемо мати  x* Aey 22


,   x* Aey 24


. 

Після підстановки *y , 
*y  та  

*y  у вихідне рівняння отримаємо 
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xxxx eAeAeAe 2222 3246  . 

Розділимо рівняння на xe 2 :  3224  AAA , звідки знайдемо, що 

321 A , 
7
1

A .   Тоді xx* eAey 22
7
1

 . 

Отже, загальний розв’язок рівняння 

xxx* eeCeCyyy 23
1

2
2
1

1 7
1




. 

4. 42  xyy . 

Розв’язання 

Загальний розв’язок рівняння шукаємо у вигляді  *yyy  . 

:y  характеристичне рівняння   0102  kkkk , звідки 01 k ,  

12 k . Тоді xeCCy 21  . 

    142042  nxxP,axxf:y n
* . 

Оскільки 1ka  , але 2ka  , обираємо  BAxxy*   або BxAxy*  2 . 

Для знаходження невідомих коефіцієнтів A , B  відшукаємо BAxy* 


2 , 

Ay* 2


. 

Після підстановки 
*y  та  

*y  у вихідне рівняння отримаємо 
  4222  xBAxA ,    4222  xBAxA . 

Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях x  зліва та справа в 
цьому рівнянні та отримаємо систему лінійних рівнянь відносно невідомих 
A , B . 

Будемо мати     






















.B
A

AB
,A

BA
,A

:xпри
:xпри

6412
1

42
1

42
22

0

1
 

Отже,     xxxxBxAxy* 661 222  . 
Таким чином, загальний розв’язок рівняння   

xxeCCyyy x* 62
21  . 

       

5.  xeyyy 396  . 
                                                      Розв’язання 

        Аналогічно попередньому   yyy . 
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 Характеристичне рівняння  0962  kk  має однакові  корені  321 ,k . 

Отже,   xCCey x
21

3   . 

:y*      xexf 3 , тобто,  ak;n;a ,  303 21 . Частинний розв’язок 

даного неоднорідного рівняння буде мати вигляд  ,eAxy x32    

,exAexAy xx 323 32    
xxxx exAexAexAeAy 32333 9662      або 

.exAexAeAy xxx 3233 9122        
           Після підстановки цих виразів в початкове рівняння дістанемо 

  xxxxxxx eeAxeAxAxeeAxAxeAe 3323233233 93269122   . 

           Після деяких перетворень отримаємо, що  
2
1

12  AA . 

          Частинний розв’язок знайдено: xexy 32
2
1   . 

Отже, загальний розв’язок нашого рівняння 

  





   2

21
332

21
3

2
1

2
1

xxCCeexxCCeyyy xxx* . 

 
6.  xsinxcosyy 28245  . 
                                                       Розв’язання 

         Маємо    500505 21
2  k;kkkkk . 

          xeCeCy 5
2

0
1  . 

              2080402824  b,m,xQ,n,xP,axsinxcosxf:y mn
* . 

 Враховуючи, що 212 ,kibia  , оберемо *y  у вигляді 

          xsinBxcosAy 22  , 

 .xsinBxcosAy,xcosBxsinAy 24242222     
         Отримаємо  

  xsinxcosxcosBxsinAxsinBxcosA 2824222252424  . 
 Порівняємо коефіцієнти при xcos 2  та xsin 2  в обох частинах останнього 
рівняння та дістанемо систему лінійних рівнянь відносно невідомих A  та B : 

 







8104
4104

2
2

AB
,BA

:xsinпри
:xсosпри







.BA

,BA
425

252
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 Розв’яжемо систему рівнянь за формулами Крамера: 

 29254
25

52



 ; 

 28208
45
22

16204
24

52








 BA ; . 

 Тоді  
29
28

29
16

 B,A A



. 

         Отже,   xsinxcosy 2
29
282

29
16

 .   

  Таким чином,    xsinxcoseCCyyy x 2
29
282

29
165

21  загальний 

розв’язок  лінійного неоднорідного диференціального рівняння. 
 
7.  xsinyy 3129  . 

Розв’язання 

Маємо  092 k ,  92 k ,  ik , 3921     30   , , тому 

xsinCxcosCy 33 21  . 

      3012000312  ,m,xQ,n,xP,axsinxf:y mn
* . 

З’ясуємо, що  21330 ,kiibia   , тому   xsinBxcosAxy* 33  . 

Залишається знайти A  та B , а для цього знайдемо похідні 

 xcosBxsinAxxsinBxcosAy* 333333 


, 

 xsinBxcosAxxcosBxsinAxcosBxsinAy* 393933333333 


. 

Підставляючи 
*y  та *y  у  вихідне рівняння, отримаємо 

  xsinBxcosAxxcosBxsinAxcosBxsinA 393933333333  
  xsinxsinBxcosAx 312339  . 
Після деяких перетворень прийдемо до наступного рівняння:  

xsinxcosBxsinA 3123636  . 
Прирівнюючи коефіцієнти при xsin 3  та xcos 3  в обох частинах 

останнього рівняння, будемо мати 
















.B
,A

B
,A

:xcosпри
:xsinпри

0
2

06
126

3
3
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Тоді    xsinxcosxxsinBxcosAxy* 303233     або  

        xcosxy* 32 . 

Отже, xcosxxsinCxcosCyyy * 3233 21   - загальний розв’язок.  

 
Розв’язати задачу Коші: 

8.        00307102 4  y;y,xeyyy x . 
 

Розв’язання 
      Аналогічно попередньому маємо: 

      .k;kkk,yyy 120202 21
2   

     Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння набуває виду 

 xx eCeCy  2
2

1 . 

 :y*    7104  xexf x     BAxeyak,n,a x
,   4
2114 . 

 Знайдемо    AeBAxey xx  444 , 

                      AeBAxeAeAeBAxey xxxxx 44444 8164416   . 

 Підставимо    y,y,y  в початкове рівняння: 

         71024816 444444  xeBAxeAeBAxeAeBAxe xxxxxx ,  
       71024816  xBAxABAxABAx . 

 















.B,BA
,A

BABAB
,AAA

:xпри
:xпри

07107
1

724816
102416

0

1
 

        Частинний розв’язок диференціального рівняння має вигляд  xxey 4 ,  

а загальний розв’язок  - xxx xeeCeCy 4
2

2
1   . 

 Використаємо початкові умови, для цього знайдемо y : 

 xxxx xeeeCeCy 44
2

2
1 42   . 

 Маємо 

       

































.C

,C
CC

,C
CC

,CC

eCC

,eCeC
2
1

3
33

02
3

20

03

2

1

21

1

21

21
0

21

0
2

0
1  

        Отже, дістанемо розв’я;зок задачі Коші :  xxx xeeey 42 42    . 
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9. xcoseyyy x 22510  ,     10 y ,     10 y . 

 
Розв’язання 

Характеристичне рівняння запишеться  025102  kk .  

02514102 D ,   55
12

010
2121 




 kkk , ,   тому  

 xCCey x
21

5   . 

        Оберемо        0000112  ,m,xQ,n,xP,axcosexf:y mn
x* . 

Оскільки 2121 ,kibia  , то   xsinBxcosAey x* 22  . 

Знайдемо    xcosBxsinAexsinBxcosAey xx* 222222 


, 

                     


xcosBxsinAexsinBxcosAey xx* 222222  

    xsinBexcosAexsinBxcosAexcosBxsinAe xxxx 232324242222 
 

xcosBexsinAe xx 2424  . 

Підставляючи *y , 
*y , 

*y  в наше рівняння та розділивши обидві його 

частини на xe , будемо мати 
  xsinBxcosAxcosBxsinAxsinBxcosA 221024242323  

   xcosxsinBxcosAxcosBxsinA 222252222  , 
xcosxcosBxsinAxsinBxcosA 2224224232232  . 
































BA

,BB

AB
,BA

AB
,BA

:xsinпри
:xcosпри

3
4

124
3
432

034
12432

02432
12432

2
2

 


























.
A

,BB

BA

,BB

50
1

200
3

3
4

200
33200

3
4

372128
 

Отже,   





  xsinxcosey x* 2

200
3

2
50
1 . 

Тоді     





   xsinxcosexCCeyyy xx* 2

200
3

2
50
1

21
5  - загальний 

розв’язок. 
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Для знаходження 1C , 2C  обчислимо 

  





   xsinxcoseCexCCey xxx 2

200
3

2
50
1

5 2
5

21
5  







  xcosxsine x 2

100
3

2
50
2 . 

Підставляючи початкові умови в .загy  та .загy  , враховуючи, що 10 e ,  

10 cos ,  00 sin , отримаємо 










































.
C

,C

CC

,
C

CC

,C

20
77
50
49

20
215

50
49

1
100

3
50
15

1
50
1

2

1

21

1

21

1
 

Остаточно отримаємо частинний розв’язок рівняння: 







 






   xsinxcosexey xx 2

200
3

2
50
1

20
77

50
495 . 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
Записати структуру частинного розв’язку диференціального рівняння по 

вигляду функції  xf . 
     1.  xfyy  49 : 

         а)   xsinxxcosxf 6611  ;  б)   xexf 75  ;  в)   xcosxf 714 . 
      
      2.  xfyyy  44 : 

         а)   xexxf 22  ;  б)   xcosxf 22 ;  в)   xexf 2 . 
 
 Знайти загальні та частинні розв’язки неоднорідних диференціальних 
рівнянь другого порядку: 
 
3. 42  xyyy ;              7. xcosyyy 340134  ; 

4. xeyyy 423  ;              8. xsinxcosyy 23  ;     

5. 13 2  xyy ;                   9.       5030221612 4  y,y,exyyy x ; 

6. xeyyy 3396  ;           10.     6000636372  y,y,xcoseyyy x . 
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Тема 7. ЧИСЛОВІ РЯДИ. ДОСЛІДЖЕННЯ ЗБІЖНОСТІ ЧИСЛОВИХ 
РЯДІВ З ДОДАТНИМИ ЧЛЕНАМИ 

 
Якщо 1u  , 2u  ,... nu  ,...— нескінченна числова послідовність, то вираз 







1
21

n
nn u...u...uu   називається числовим рядом, а величини 1u  , 2u  

,..., nu , ... — членами цього ряду.  

Побудуємо допоміжну послідовність частинних сум ряду 11 uS  , 

212 uuS  ,... nn u...uuS  21 ,... . Якщо ця послідовність має скінчену 

границю S , то ряд називається збіжним, а число S  — сумою ряду. У випадку, 
коли границя не існує або є нескінченною, ряд називається розбіжним. 
 Якщо всі члени ряду є додатними, то ряд називається знакододатним. 
Для дослідження на збіжність таких рядів використовуються наступні ознаки 
збіжності. 

Необхідна умова збіжності числового ряду 

 Якщо ряд 


1n
nu  є збіжним, то послідовність його членів прямує до нуля, 

тобто 0


n
n

ulim . 

 Наслідок. Якщо 0


n
n

ulim , то ряд 


1n
nu  є розбіжним. 

Достатні умови збіжності знакододатних рядів 
 

 Ознаки порівняння. 
а) «У формі нерівності»:  якщо для членів знакододатних рядів 

справджується нерівність nn vu  , та ряд 


1n
nv є збіжним, то ряд 



1n
nu  також 

збігається; 
якщо для членів знакододатних рядів справджується нерівність nn vu  , 

та ряд 


1n
nv є розбіжним, то ряд 



1n
nu  також розбігається. 
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б) «Гранична ознака»:  якщо для членів знакододатних рядів має місце 

умова 


;C
v
u

lim
n

n

n
0 , то ряди 



1n
nv  та 



1n
nu  збігаються або розбігаються 

одночасно. 
Найчастіше для порівняння використовується узагальнений гармонічний  

ряд (або ряд Діріхле) 


1

1

n
pn

. Цей ряд збігається, якщо 1p  та розбігається у  

випадку, коли  1p . 
 
Ознака Даламбера. 

Ряд 


1n
nu  збігається, якщо параметр 

n

n

n u
u

limD 1


 менший за 1, та 

розбігається, якщо це число більше за 1. У випадку 1D  поведінку ряду за 
допомогою ознаки Даламбера визначити неможливо. 

 
Радикальна ознака Коші.  

Ряд 


1n
nu  збігається, якщо параметр n n

n
ulimK


 менший за 1, та 

розбігається, якщо це число більше за 1. У випадку 1K  поведінку ряду за 
допомогою радикальної ознаки Коші визначити неможливо. 
 

Інтегральна ознака Коші. 
 
Нехай загальний член ряду задано рівністю )n(fu n  , та функція 

)x(fy   є додатною та спадною на проміжку  ;1 . Тоді невласний інтеграл 

 dxxf


1
 та ряд 



1n
nu  збігаються або розбігаються одночасно. 

При розв’язуванні задач доцільно обирати ознаку для дослідження, 
користуючись порадами, які наведені у вигляді таблиці. 

 
Структура загального члена ряду Рекомендована ознака 
Неправильний алгебраїчний дріб 
 

Необхідна умова збіжності 
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Правильний алгебраїчний дріб; 
функції sin , tg , arcsin , arctg , аргументами 

яких є правильний алгебраїчний дріб 

Ознаки порівняння 

  knnlnf   , 1k  Ознака порівняння за 
допомогою нерівності 

Показникова функція; 
факторіал; 
факторіальний добуток. 

Ознака Даламбера 

Степенево-показникова функція; 
показникова функція 

Радикальна ознака Коші 

Будь-яка монотонно спадна функція, 
інтегрування якої не вимагає значних зусиль, 
наприклад: 

 
n

nlnf
 ; 

 
n
nf

 ; 
 

21 n
narctgf


 

Інтегральна ознака Коші 

 
Зауваження 1. Отже, умова 0


n

n
ulim  є тільки необхідною, а не 

достатньою умовою збіжності числового ряду. Ряд може бути як збіжним, так і 
розбіжним. Тому цією ознакою зручно користуватися для доведення 
розбіжності рядів.  

Зауваження 2. Ознаку порівняння можна застосовувати і тоді,  коли 

нерівність nn vu     виконується не для всіх членів рядів 


1n
nu  та  



1n
nv  , а 

починаючи з деякого номера Nn  . 
 

Зразки розв’язування задач 
 

Скласти формулу загального члена nu  та знайти 1nu  для заданого 

числового ряду. 

1.    
75
7

15
4

3
1  

Члени ряду є дробами. Послідовність числівників ,,, 741 складає 
арифметичну прогресію з першим членом 1 та різницею 3 , отже, задається з 
урахуванням формули загального члену арифметичної прогресії 

 11  ndaa n  як  131  n  = 23 n . Послідовність знаменників ,,, 75153  
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складає геометричну прогресію з першим членом 3 та знаменником 5 , отже, за 

формулою загального члену геометричної прогресії 1
1

 n
n qbb  задається як 

153  n . Таким чином, загальний член ряду задається рівністю 153
23



 nn

nu . 

Умову, яка задає 1nu , можна отримати з формули загального члена 

шляхом заміни змінної n  на 1n  , отже, 
 

  nnn
nnu

53
13

53
213
111











 . 

 

2.    










852
95

52
43

2
11 !!!  

Члени ряду є дробами. Числівник дробу складається з двох множників, 
перший з яких є факторіалом члена арифметичної прогресії з першим членом 1 
та різницею 2 , отже, задається як   !n 12  . Послідовність других множників 

,,, 941  відповідає формулі 2n . Знаменник кожного з дробів є добутком 
попереднього знаменника та нового множника, який складає з існуючими 
арифметичну прогресію з першим членом 2 та різницею 3 . Таким чином, 
послідовність нових множників відповідає формулі 13 n , а весь знаменник 
має вигляд  13852  n . Таку послідовність будемо надалі називати 
факторіальним добутком. Отже, формулою загального члена ряду є рівність 

 
 13852

12 2





n
n!nu n 

. 

Тоді     
    

   
   2313852

112
11313852

1112 22

1 






 nn

n!n
nn

n!nu n 
. 

Зауваження. Для факторіального добутку доцільно при побудові 
формули для 1nu  підкреслити наявність всіх множників, які відповідають 

попередньому члену ряду. 
 
 З’ясувати за допомогою ознак збіжності, чи буде збіжним числовий 
ряд. 

3.  
22
7

12
5

2
3  
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 Загальний член ряду задається формулою 
810
12




n
nu n . Це неправильна 

дробово-раціональна функція (степінь числівника не менший за степінь 
знаменника), отже, доцільно скористатися необхідною умовою збіжності. 

 0
5
1

810
12






 n

nlimulim
n

n
n

 . За необхідною умовою збіжності ряд 

розбігається. 
 

4. 


 



1 3 4

2

5

153

n n

nn . 

 Степінь числівника 2  більший за степінь знаменника 
3
4  , отже, доцільно 

скористатися необхідною умовою збіжності: 

 0
5

153
3 4

2







 n

nnlimulim
n

n
n

 . Ряд розбігається. 

5. 


 1
2 72
1

n n
. 

 Загальний член ряду є правильною дробово-раціональною функцією, 

більш того nu ~
2

1
n

. Тому застосуємо граничну ознаку порівняння. Досліджу- 

вальний ряд порівняємо з рядом Діріхле 


1
2

1

n n
 , який при 12 p  є збіжним.  

Обчислимо 








;n
n

lim
n

:
n

lim
v
u

lim
nnn

n
n

0
2
1

172
11

72
1 2

222
,  тому 

наш ряд також збігається. 
 

6. 


 1
3 17

1

n n
 . 

Як бачимо, загальний член ряду nu ~
3

1

1

n
. Порівняємо вихідний ряд з 

рядом Діріхле 


1 3
1

1

n n
, який при 1

3
1
p  є розбіжним. 
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Обчислимо 








;n
n

lim
n

:
n

lim
v
u

lim
nnn

n
n

0
7

1
117

11
17

1
3

3

333
, тому 

наш ряд також є розбіжним.  
 

7. 


 



1
2 75

43

n n
n . 

 Загальний член ряду є правильною дробово-раціональною функцією 
(степінь числівника менший за степінь знаменника), числівник еквівалентний 

величині n3  , знаменник – 25n , отже, nu ~
nn

n 1
5
3

5
3

2  . 

 Порівняємо досліджуваний ряд з розбіжним гармонійним рядом 


1

1

n n
 . 

  











;n

n
nlim

n
:

n
nlim

v
u

lim
nnn

n
n

0
5
3

175
431

75
43

22 . 

  Згідно з граничною ознакою порівняння досліджуваний ряд 


 



1
2 75

43

n n
n  

також є розбіжним. 
 

8. 





1

2

2n
n

sinn  . 

Врахуємо, що 
n

sin
2
 ~

n2
  та порівняємо наш ряд із рядом 



1

2

2n
n

n  , який 

дослідимо на збіжність за ознакою Даламбера (
nn

nu
2

2
 ,  

1

2

1
2

1





nn
nu  ): 

     

















 2

2

21

22

1

2
1 1

2
12

22
1

22
1

n
nlim

n
nlimn:nlim

u
u

lim
n

n

nnnnnn

n
n 

  

1
2
1

1
2
1

 , цей ряд збігається. 

Зауважимо, що  
nn

nsinn
22

22 
   та ряд 



1

2

2n
n

n   є збіжним. Тоді, за 

ознакою порівняння, ряд 





1

2

2n
n

sinn   також збігається.  
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9. 






1 3
52

n
n

n . 

 До загального члена ряду входить показникова функція, отже, можна 
використати признак Даламбера. 

 nn
nu
3

52 
  ,    

111
3

72
3

512







nnn

nn
u . 

 1
3
1

52
72

3
1

52
3

3
72

3
52

3
72
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За ознакою Даламбера ряд збігається. 
 

10. 
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 Побудуємо формулу загального члена ряду. Числівники дробів є 
факторіалами чисел ,,, 531 , які складають арифметичну прогресію з першим 

членом 1 та різницею 2, тобто відповідають формулі 12  nan . Знаменники 

дробів є факторіальними добутками, останні множники яких обчислюються як 

13 n . Тоді загальний член ряду має вигляд    
 13852
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 . У цьому 

випадку також доцільно скористатися ознакою Даламбера. 
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За ознакою Даламбера ряд розбігається. 
 

11. 














1 52
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 Загальний член ряду є степенево-показниковою функцією, отже, 
застосуємо радикальну ознаку Коші: 
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За радикальною ознакою Коші ряд розбігається. 
 

12. 
 



 1 13
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 Скористаємося радикальною ознакою Коші: 
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За радикальною ознакою Коші ряд збігається. 
 

13.  
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 Спроба використати радикальну ознаку Коші призведе до результату 
1K . Скористаємося необхідною умовою збіжності: 
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n
n ,  ряд розбігається. 

Зауважимо, що при обчисленні була застосована «друга важлива границя».  

14. 


 2

1

n nlnn
. 

 Загальний член ряду задається за допомогою функції  
xlnx

xf 1
 . Ця 

функція неперервного аргументу для 2x  набуває додатних значень та є 
спадною. Обчислимо невласний інтеграл першого роду від цієї функції та 
скористаємося інтегральною ознакою Коші. 
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Інтеграл є розбіжним, отже, ряд також розбігається. 
 

Завдання для самостійної роботи 
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 З’ясувати за допомогою ознак збіжності, чи буде збіжним числовий ряд: 

1. 
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Тема 8.  ДОСЛІДЖЕННЯ ЗБІЖНОСТІ ЗНАКОПОЧЕРЕЖНИХ 
ЧИСЛОВИХ РЯДІВ 

 
 Якщо серед членів ряду є як додатні, так і від’ємні, такий ряд називається 
знакозмінним.  
 Знакозмінний ряд називається  абсолютно збіжним , якщо збігається 
ряд, складений з абсолютних величин його членів. 
 Якщо ряд є збіжним, а ряд з абсолютних величин розбігається, то такий 
знакозмінний ряд називається  умовно збіжним . 
 Ряд, члени якого по черзі є додатними та від’ємними, називається рядом з 
чергуванням знаків ( або рядом Лейбніца ).Такий ряд доцільно записувати у 

вигляді  





1
1

n
n

n u . 

Достатня ознака збіжності таких рядів надається теоремою Лейбніца. 
 Теорема.  Якщо виконуються дві умови: 
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          1) 0


n
n

ulim ;  

          2) послідовність 1u  , 2u  , … nu  …є монотонно спадною,   

          то ряд  





1
1

n
n

n u  збігається. 

  
Зразки розв’язування задач 

 
 З’ясувати, чи буде заданий ряд розбіжним, абсолютно або умовно 
збіжним. 

1. 


1
2

n n
nsin . 

 Члени заданого ряду мають різні знаки. Дослідимо цей ряд на абсолютну 
збіжність. 

 22
1

nn
nsinu n  . 

Узагальнений гармонічний ряд 


1
2

1

n n
 збігається (оскільки показник 

степеня 12 p  ). Згідно з ознакою порівняння  знакододатний ряд 


1
2

n n
nsin  

також збігається, отже знакозмінний ряд 


1
2

n n
nsin  збігається абсолютно. 

 

2. 
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9
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 Знаки членів ряду чергуються та відповідають залежності   11  n . 

Загальний член ряду задається формулою  
14

21 1


 

n
nu n

n . 

Перевіримо, чи виконуються умови теореми Лейбніца: 

 1) 0
2
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14
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 n

nlimulim
n

n
n

, тому ряд розбігається. 
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3.  333 11
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1  

Загальний член ряду задається формулою   3
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Перевіримо, чи виконуються умови теореми Лейбніца: 
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За теоремою Лейбніца ряд збігається. 

Дослідимо ряд із модулів членів заданого ряду 
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Узагальнений гармонічний ряд 
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 розбігається  (оскільки показник 

степеня 1
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Згідно з граничною ознакою порівняння  знакододатний ряд 
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3 52
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n n
 

також розбігається, отже , ряд  









1
3

1

52
1

n

n

n
 збігається умовно. 

 
Зауваження. Умова спадності може виконуватися не з першого члена 

ряду. 
 

4. 
8
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4
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2
1  

Загальний член ряду задається формулою   n
n

n
nu
2

121 1 
  . 

Перевіримо, чи виконуються умови теореми Лейбніца: 
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 1)     
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        21 uu   ,     432 uuu , 1 nn uu , оскільки функція  
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12 
  є монотонно спадною для 2x  (    

0
2

2122





x
lnxxf ). 

За теоремою Лейбніца ряд збігається. 

Дослідимо ряд із модулів членів заданого ряду  
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n . Скористаємося 

для цього ознакою Даламбера: 
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За ознакою Даламбера ряд 






1 2
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n  збігається, отже, ряд  
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121

n
n

n n  

збігається абсолютно. 
 

          Зауваження. У останньому прикладі можна обмежитися дослідженням 
ряду з модулів, оскільки при абсолютній збіжності автоматично забезпечується 
збіжність за Лейбніцем. 
 

5.  
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Розглянемо ряд з модулів членів заданого ряду 
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. Застосуємо 

до нього радикальну ознаку Коші: 
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, тому ряд збігається. 

Отже, ряд   
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  збігається абсолютно. 
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6.    
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Дослідимо ряд з модулів членів заданого ряду   
 



 


1 12
23741

n !n
n . 

Скористаємося для цього ознакою Даламбера:    
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За ознакою Даламбера ряд  
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n  збігається абсолютно. 

 
 Зауваження. Якщо при дослідженні ряду з модулів за радикальною 

ознакою Коші або за ознакою Даламбера з’ясовано, що цей ряд розбігається, то 
можна зробити висновок, що буде розбіжним і знакозмінний ряд, оскільки в 
таких випадках ( 1K  або 1D  ) не виконується необхідна умова збіжності. 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

Дослідити, чи буде заданий ряд розбіжним, абсолютно або умовно збіжним: 
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