
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
НАЦІОНАЛЬНА МЕТАЛУРГІЙНА АКАДЕМІЯ УКРАЇНИ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

А.В. ПАВЛЕНКО, І.В. ЩЕРБИНА, 
 І.В. ПАСІЧНИК, Т.П. БАС 

 
 
 
 
 

ВИЩА МАТЕМАТИКА 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Дніпропетровськ НМетАУ 2015



УДК 517(07) 
Вища математика. Частина 2: Навч. посібник / А.В. Павленко, І.В. Щербина, 
І.В. Пасічник, Т.П. Бас. – Дніпропетровськ: НМетАУ, 2015. – 103 с. 
 
 

 Наведені докладні теоретичні відомості до вивчення 
розділів «Похідні та диференціали вищих порядків», 
«Застосування диференціального числення до обчислення 
границь функцій. Правило Лопіталя», «Наближені методи 
розв’язання рівнянь», «Застосування диференціального 
числення до дослідження функцій». Теоретичні положення 
супроводжуються необхідними поясненнями, а також 
розв’язуванням типових задач. Рекомендуються завдання 
для самостійної роботи. 

Призначений для студентів напряму 6.050402 –   
ливарне виробництво. 
Іл. 14. Бібліогр.: 6 найм. 

   
   Друкується за авторською редакцією. 

 
 
Відповідальний за випуск А.В. Павленко, д-р фіз.-мат. наук, проф. 
 
Рецензенти:         Т.С. Кагадій, д-р фіз.-мат. наук, проф. (ДВНЗ НГУ) 
                              А.В. Сясєв, канд. фіз.-мат. наук, доц. (ДНУ) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
© Національна металургійна академія  
    України, 2015 
© Павленко А.В., Щербина І.В,  

Пасічник І.В., Бас Т.П., 2015 



 3 

ЗМІСТ 
 

ВСТУП................................................................................................................. ….5 
Лекція 5. Метод логарифмічного диференціювання. Диференціал функції. ....... 6 

5.1. Логарифмічне диференціювання .................................................................. 6 
5.2. Диференціювання функцій, заданих параметрично .................................... 7 
5.3. Диференціал функції ..................................................................................... 8 
       5.3.1. Означення, геометричний та механічний зміст диференціала ......... 8 
       5.3.2. Властивості диференціала ................................................................. 10 
       5.3.3. Інваріантність форми диференціала.................................................. 11 
       5.3.4. Застосування диференціалів до наближених обчислень.................. 11 

Практичне заняття 5. Логарифмічне диференціювання. Диференціал  
функції ................................................................................................................... 12 
Лекція 6. Похідні та диференціали вищих порядків ............................................ 17 

6.1. Похідні вищих порядків явно заданої функції ........................................... 17 
6.2. Похідні вищих порядків неявно заданої функції ....................................... 19 
6.3. Похідні вищих порядків параметрично заданої функції .......................... 20 
6.4. Диференціали вищих порядків.................................................................... 21 
6.5. Застосування диференціального числення до обчислення границь функцій. 
Правило Лопіталя .............................................................................................. 22 
       6.5.1 Правило Лопіталя. Розкриття невизначеностей  

       типу 







0
0  та  








 ........................................................................................ 22 

       6.5.2. Розкриття невизначеностей типу  0  та   ......................... 23 

       6.5.3. Розкриття невизначеностей типу   00 ,  1 ,  0 ........................... 24 
Практичне заняття 6. Похідні вищих порядків. Диференціали  
другого порядку ..................................................................................................... 25 
Практичне заняття 7. Правило Лопіталя............................................................... 30 

7.1. Застосування правила Лопіталя для розкриття 
основних невизначеностей................................................................................. 30 
7.2. Застосування правила Лопіталя для розкриття невизначеностей 
типу  0 ,    .......................................................................................... 32 
7.3. Застосування правила Лопіталя для розкриття невизначеностей 



 4 

типу  00 ,  0 ,  1 ........................................................................................... 35 
Лекція 7. Застосування диференціального числення до дослідження функції. 
Частина 1.. .............................................................................................................. 38 

7.1. Зростання і спадання функції. Екстремуми функції .................................. 38 
       7.1.1. Ознаки монотонності функції ........................................................... 38 
7.2. Екстремуми функції..................................................................................... 39 
       7.2.1. Ознаки екстремуму функції .............................................................. 39 
       7.2.2. План дослідження функції на екстремуми ...................................... 41 
       7.2.3. Інші способи знаходження естремуму функції ............................... 42 
7.3. Найбільше і найменше значення функції на відрізку ................................ 43 
       7.3.1. План знаходження найбільшого та найменшого  
значень функції  xf  на відрізку  b;a ............................................................ 44 

Практичне заняття 8. Похідна та її застосування. Наближені методи 
розв’язування рівнянь ........................................................................................... 45 
Практичне заняття 9. Зростання і спадання функції. Екстремуми функції ........ 55 
Практичне заняття 10. Найбільше і найменше значення функції на відрізку .... 62 
Лекція 8. Застосування диференціального числення до дослідження функції. 
Частина 2.  ... .......................................................................................................... 68 

8.1. Опуклість і угнутість кривої ....................................................................... 68 
       8.1.1. Умова опуклості або угнутості кривої ............................................. 68 
       8.1.2. План дослідження функції на опуклість та угнутість, 
наявність точок перегину ................................................................................... 70 
8.2. Асимптоти графіка функції ......................................................................... 71 
8.3. Загальна схема дослідження функції та побудова графіка........................ 73 

Практичне заняття 11. Інтервали опуклості й угнутості функції. Точки 
перегину. Асимптоти кривої ................................................................................. 76 

11.1. Дослідження функції на опуклість і угнутість ......................................... 76 
11.2. Асимптоти функції .................................................................................... 81 

Практичне заняття 12. Дослідження функції та побудова її графіка .................. 85 
ЛІТЕРАТУРА ......................................................................................................... 95 
ДОДАТКИ .............................................................................................................. 96 
 
 
 



 5 

ВСТУП 
 

Даний навчальний посібник є продовженням попереднього навчального 
посібника «Вища математика. Частина 2» для студентів напряму 6.050402 – 
ливарне виробництво. 

Оновлення програми для студентів названого напряму  і зменшення часів 
аудиторних занять передбачає новий підхід до викладання матеріалу з 
дисципліни «Вища математика». 

Посібник складено згідно з робочою програмою дисципліни, матеріал 
подається у звичній для студентів формі – спочатку теорія, а потім практичні 
завдання. Наявність великої кількості прикладів та детально розібрані 
розв’язання задач допоможуть студентам активно засвоїти теоретичний 
матеріал.  

Автори посібника сподіваються, що ця робота буде корисною для 
кожного студента. 
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ЛЕКЦІЯ 5. МЕТОД ЛОГАРИФМІЧНОГО ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ. 
ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ 

 
Поняття диференціала тісно пов’язане з поняттям похідної, і є одним із 

найважливіших в математиці. Диференціал наближено дорівнює приросту 
функції і пропорційний приросту аргументу. Внаслідок цього диференціал 
широко застосовується при дослідженні різноманітних процесів і явищ. Заміну 
дійсного приросту величини, що характеризує будь-який процес, 
диференціалом цієї величини на даному проміжку часу називається 
лінеаризацією процесу. Термін «диференціал» (від латинського слова 
differentia – різниця) ввів у математику В.Лейбніц [2]. 

 
 

5.1. Логарифмічне диференціювання 
 

У деяких випадках при знаходженні похідної доцільно спочатку про- 
логарифмувати задану функцію, а потім знайти її похідну як від функції, 
заданої у неявній формі. Така операція називається логарифмічним 
диференціюванням.  

Припустимо, що функція   0 xfy  на деякій множині значень 
аргументу і диференційовна на цій множині. Тоді за формулою похідної 

складної функції       xf
xf

xfln 
1 , звідки  

                                              xflnxfxf .                                      (5.1) 

Цією формулою користуються для обчислення похідних степенево-

показникових функцій    xvxu , а також похідних громіздких добутків та 
часток.  

 

Приклад 5.1. Знайти похідну функції 
 
  xtgx

xxy
614

7332
8

56




 . 

Розв’язання. Користуючись властивостями логарифмів та правилом 
логарифмічного диференціювання: 
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Приклад 5.2. Знайти похідну степенево-показникової функції xcosxy 4  . 

Розв’язання. За формулою (5.1) маємо   


 xcosxcos xlnxy 44  

  





 

x
xcosxlnxsinxxlnxcosx xcosxcos 4444 44 . 

 
Зауваження 5.1. В загальному випадку похідна степенево-показникової 

функції vuy  , де u , v  – задані і диференційовні функції від x , дорівнює сумі 

похідної показникової функції за умови, що constu  , і похідної степеневої 

функції за умови, що constv  :   uuvvulnuu vvv 
 1 . 

 
 

5.2. Диференціювання функцій, заданих параметрично 
 

Нехай функцію  xfy   задано параметрично: 
 
 







ty
tx




,    t . 

Припустимо, що функція  tx   на сегменті   ,  задовольняє теорему 

про існування похідної оберненої функції [2], а функція  t  має похідну в 

інтервалі   , . Тоді існує обернена функція  xt  , яка має похідну 

   tx





 1 . 
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Функцію  xfy   можна розглядати як складну функцію   ty   

  x  з проміжним аргументом  xt  . За правилом диференціювання 

складної функції знаходимо      
 t
txttyy

t

t
txtx 







 . 

Таким чином, похідну функції, заданої параметрично, знаходимо за 
формулою 

                                                 
 
  t

t

t

t
x x

y
t
t

y











.                                         (5.2) 

 

Приклад 5.3 Знайти похідну функції 
 
 







tcosay
tsintax

1
, 0a  – 

параметричні рівняння кривої, що називається циклоїдою. 

Розв’язання. Маємо  tcosax t  1 , tsinay t  , 




t

t
x x

y
y  

  2
2

2

22
2

11 2

tctg
tsin

tcostsin

tcos
tsin

tcosa
tsina







 . 

 
 

5.3. Диференціал функції 
5.3.1. Означення, геометричний та механічний зміст диференціала 

 
Нехай функція  xfy   диференційовна в точці  b,ax , тобто має в 

цій точці похідну  
x
y

limxf
x 


 0

 . Тоді різниця між функцією і її границею є 

нескінченно малою величиною [2]:  

   xxf
x
y





 ,   0x  при 0x , 

звідки    xxfy    xx   .  

У цьому виразі доданок   xxf   є нескінченно малою функцією одного 

порядку з x , а доданок   xx    – нескінченно малою функцією вищого 
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порядку, ніж x , тобто   xxf   – головна частина приросту функції y , 

лінійна відносно приросту аргументу. 
Диференціалом функції  xfy   в точці x  називають головну, лінійну 

щодо x , частину приросту функції в цій точці:   xxfdy  . 

Диференціалом dx  незалежної змінної x  називають її приріст x , 

оскільки якщо xy  , то 1 xy  і xdxdy  . Тоді  

                                                dxxfdy  .                                                (5.3) 

Ця формула дає змогу розглядати похідну як відношення диференціала 

функції до диференціала незалежної змінної, тобто  
dx
dy

xf   . 

 

Приклад 5.4. Знайти диференціал функції 





 

2
xsinlny  при 0x . 

Розв’язання. За означенням 






 


















 

2

1
2 


xsin
dxxsinlndy  

dxxctgdxxcos 





 






 

22
 . Отже, 0

2
00 






  dxctg|dy x

 . 

 
Диференціал функції має просте геометричне тлумачення. Нехай маємо 

графік функції  xfy   (рис. 5.1). 

 

 
Рис. 5.1 

xx   

  

  

  
  

    

y  

   
0  

M  

1M  

A  B  

 C  

D  

 xfy   

y  
dy  

 x  x  
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Візьмемо на цій кривій точку  y,xM  і проведемо в ній дотичну до 

графіка функції. Нехай   – кут нахилу дотичної з додатнім напрямом осі x0 . 
Тоді  xftg  . 

Надамо координаті x  приросту x : MCABx  . Тоді ордината 

точки M  дістане приріст 1CMy  , а ордината точки M  дотичної – приріст 

CD . Враховуючи, що  DMC , маємо   dyxxftgMCCD   . 

Таким чином, диференціал функції  xf , який відповідає даним 

значенням x  і x , дорівнює приросту ординати дотичної до кривої  xfy   в 

даній точці x . 
З’ясуємо механічний зміст диференціала. Нехай матеріальна точка 

рухається за відомим законом  tfs  . Тоді диференціал цієї функції 
  ttfds   при фіксованих значеннях t  і t  – це той шлях, який пройшла б 

матеріальна точка за час t , якби вона рухалась прямолінійно і рівномірно із 
сталою швидкістю  tfv  . 

 
 

5.3.2. Властивості диференціала 
 

Оскільки диференціал функції дорівнює добутку її похідної на 
диференціал незалежної змінної, то властивості диференціала можна легко 
дістати із відповідних властивостей похідної. Тому наведені властивості 
диференціала випливають із відповідних правил диференціювання сталої, суми, 
добутку та частки функцій. Отже, якщо u  і v  – диференційовні функції від x , а 
c  – стала, то маємо такі правила знаходження диференціалів: 

0dc ;                                           dvuduvuvd  ; 

  duccud  ;                                2v
dvuduv

v
ud 







 . 

  dvduvud  ; 
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5.3.3. Інваріантність форми диференціала 
 

Нехай задана складна функція  ufy  , де  xu  , тобто   xfy  . 
Якщо існують похідні uy  і xu , то існує xux uyy  . Тоді  dxydy x  

duydxuy uxu  . 

Оскільки     dxxfxfddy  , то можемо зробити висновок: якщо 
замість незалежної змінної x  підставити довільну функцію від x , то форма 
диференціала не змінюється. Ця властивість носить назву інваріантності 
форми диференціала. 

 
 

5.3.4. Застосування диференціалів до наближених обчислень 
 

Диференціали використовують при наближених обчисленнях значень 
функцій, застосовуючи наближену рівність dyy  , тобто при малих 

приростах аргументу x  приріст функції можна замінити її диференціалом. 
Враховуючи, що    xfxxfy   , отримаємо      xfxxf   

dy , звідки  
                                       xxfxfdyxfxxf   .                   (5.4) 
Ця формула визначає спосіб наближеного обчислення значення функції в 

точці. 
 

Приклад 5.5. Знайти диференціал функції xcosy 33 : 

а) при довільних значеннях x  і x ; б) при 
18


x ; в) при 
18


x , 

010,x  . 

Розв’язання. а) Згідно з формулою   


 dxxcosdxydy 33  

  dxxsinxcosdxxsinxcos 3393333 22  ; 

б) dx,dxdxdxsincos|dy x 3753
8
27

2
1

2
39

18
3

18
39

2
2

18












 ; 

в)   0337500103753
010010

1818
,,,|xy|dy

,x
x

,x
x 









  . 
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Приклад 5.6. Обчислити наближено 021,ln . 

Розв’язання. Нехай   xlnxf  , тоді маємо  

    xxlnxlnxxln   ; 

 
x
xxlnxxln 

  . 

Якщо 1x , 020,x  , то 0200200
1
0201021 ,,,ln,ln  . 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 5. 
ЛОГАРИФМІЧНЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ.  

ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ 
 

Приклад 1. Обчислити за допомогою логарифмічного диференціювання 
похідну функції: 

а) 
 3

2

5
1





x

xxy ;            б) 
 

257
3 4






x
xy

x
;                в) 

5

1











xsin
xcosy . 

Розв’язання. а) Спочатку прологарифмуємо за основою e  обидві частини 

рівності 
 3

2

5
1





x

xxlnyln . 

Згадаємо, що:    

xlognxlog a
n

a  ;  ylogxlogyxlog aaa  ;   
y
xloga ylogxlog aa  .  

Тоді отримаємо:  

    51
3
1 2  xlnxlnxlnyln ; 

    512
3
1

 xlnxlnxlnyln ; 

      
   


















51
15512

3
1

5
1

1
12

3
11

xxx
xxxxxx

xxx
y

y
 

  513
5102102 222





xxx

xxxxxxx
  513

10142 2





xxx

xx ; 
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  513
10142 2





xxx

xxyy ;       
  513

10142
5

1 2
3

2









xxx

xx
x

xxy . 

 

б) 
 

257
3 4






x
xy

x
. 

 
257

3 4






x
xlnyln

x
;        25

2
1734  xlnlnxxlnyln ; 

   









 7
2532

5151640
25

1
2
57

3
41 ln

xx
xxx

x
ln

x
y

y
 

   7
2532

3135 ln
xx

x





 ; 

   












 7
253

3135 ln
xx

xyy ;       

 
   

















 7

253
3135

257
3 4

ln
xx

x
x
xy x . 

 

в) 
5

1











xsin
xcosy . 

5

1











xsin
xcoslnyln ;        xsinlnxcoslnyln  15 ; 

  



















 




xsinxcos
xcosxsinxsinxcos

xsinxcos
xsiny

y 1
5

1
151 22

 

  xcosxsinxcos
xsin 5

1
15 




 ; 

xcos
yy 5
 ;        

xcosxsin
xcosy 5

1

5










 .       

 
Приклад 2. Знайти похідні степенево-показникових функцій: 

а)  xxsiny   ;              б)   2
2

xctg

xtgy  ;               в)   2
3 xxlny  . 

Розв’язання. а) Застосовуємо логарифмічне диференціювання: 
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 xxsinlnyln  ;  xsinlnxyln  ;      xcos
xsin

xxsinlny
y


111 ; 

xctgxxsinlny
y


1 ;     xctgxxsinlnyy  ;  

   xctgxxsinlnxsiny x  . 

 

б)   2
2

xctg

xtgy  . 

  2
2

xctg

xtglnyln  ;      xtglnxctgyln 2
2
 ; 

  2
2

1
2
1

2
2

2
1

2

11
22


xcosxtg

xctgxtgln
xsin

y
y

; 

 
xcosxsin

xctg

xsin

xtgln
y

y 22
2

2

2
2

21
2 

 ; 
 

xsin

xctg

xsin

xtgln
y

y 4
2

4

2
2

21
2

 ; 

 





















2
2

2
4

2
4

2 xsin

xtgln
xsin

xctg
yy ;       





















2
2

2
4

2
4

2
2

2

xsin

xtgln
xsin

xctg
xtgy

xctg

. 

 

в)   2
3 xxlny  . 

  2
3 xxlnlnyln  ;    xlnlnxyln  32 ; 

    xxln
xxlnlnxy

y
1

3
321 2




 ; 

 
xln

xxlnlnxy
y 


3

321 ;      










xln
xxlnlnxyy

3
32 ;  

    










xln
xxlnlnxxlny x

3
323

2
. 
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Приклад 3. Знайти диференціали функцій: 

а) 5 37
23 5

421 xx
xx

y  ;                   в) 
xcos

y
x

25
3


 ; 

б) xsiney x 52  ;                                              г) xarctgy 3 . 

Розв’язання.  а)  


5
42

5
421 25 37

23
3
1

xxxx
xx

y  

5
3

7 xx  . 

Знаходимо похідну даної функції: 5
2

3
4

5
374

3
1 63



  xxxxy . 

Користуючись формулою (5.3), маємо:  

dxxxxxdy 















 5

2
3
4

5
374

3
1 63 . 

 

б) xsiney x 52   . 

 xcosxsinexcosexsiney xxx 55525552 222  ; 

 dxxcosxsinedy x 55522  . 

 

в) 
xcos

y
x

25
3


 .  

 
 225

2232533
xcos

xsinxcoslny
xx




 ; 

 
 

dx
xcos

xsinxcoslndy
xx

225
2232533




 . 

 

г) xarctgy 3 . 

   xx
xarctg

xx
xarctgy







12
3

2
1

1

13
2

2
2 ; 

 
dx

xx
xarctgdy




12
3 2

. 
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Приклад 4. Замінивши приріст функції диференціалом, знайти 

наближене значення функції: 4 815, . 

Розв’язання. Число 4 815,  – значення функції 4 xy   при 815,x  .  

    yxyxyxxy   4
000 . 

Приріст функції замінюємо диференціалом  0xdyy  . 

    x
x

xxxxxdy  





4 3
0

4
3

0
4

00
4

1
4
1 . 

У нашому випадку 160 x , 2016815 ,,x  . 

Тому     0125020
164

1
4 30 ,,xdy  .   987510125016815 44 ,,,  . 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

1. Обчислити за допомогою логарифмічного диференціювання похідну 
функції:  

              а) 
3 2

2

13

34






xx

xcosxy ;                                в)   xcosctgxy 2 4;                                 

              б) 
 

4
6

1
532

xln

xxy 
 ;                                       г)   xsin

xy 12 3  . 

2. Знайти диференціали функцій: 

              а) 63 75 5213  x
x

xy ;                   в) 154 2  xxy ;                               

              б) 
xsin

xcosy



1

;                                             г) tgxlny 5 . 

3. Знайти наближене значення функції  xfy   при 1xx  . 

               а) 9431683 1
3 2 ,x,xxy   ;                 б) 0511 ,x,arctgxy  . 
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ЛЕКЦІЯ 6. ПОХІДІНІ ТА ДИФЕРЕНЦІАЛИ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ 
 

6.1. Похідні вищих порядків явно заданої функції 
 

Нехай функція  xfy   задана на інтервалі  b,a  і диференційовна у 
кожній точці цього інтервалу. 

Тоді на інтервалі  b,a  буде визначена функція  xfy  , яку називають 
першою похідною (або похідною першого порядку). Якщо і ця функція є 
диференційовною в деякій точці x  інтервалу  b,a , тобто має у цій точці 

похідну, то значення похідної від функції  xf   в точці x  називається другою 
похідною функції  xf  або похідною другого порядку і позначається одним із 
символів: 

y  ,  xf  , 2

2

dx
yd , 








dx
dy

dx
d . 

Отже,      xfxf . 
Другу похідну можна тлумачити як величину, що дорівнює прискоренню 

рухомої точки в даний момент часу (механічний зміст другої похідної). 
Похідна від другої похідної, якщо вона існує, називається третьою 

похідною або похідною третього порядку  xfy  . Так можна ввести 
похідні четвертого, п’ятого і взагалі n-го порядку: 

   

     .
dx

yd
dx
dyy

..........

,
dx

yd
dx
dyy

n

n
nn

IV

































1

1
1

3

3

 

Похідні порядку вище першого називають похідними вищих порядків. 
 

Приклад 6.1. Знайти четверту похідну функції 125 34  xxxy . 

Розв’язання. Маємо 2154 23  xxy ; xxy 3012 2  ; 3024  xy ; 
  24IVy . 
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Приклад 6.2. Знайти похідну n-го порядку від функції xsiny  . 

Розв’язання. 





 

2
xsinxcosy ;       







 

2
2 xsinxsiny ; 







 

2
3 xsinxcosy ;   

  





 

2
4 xsinxsiny IV  і за методом індукції   






  nxsiny n

2
 . 

 
Зауваження 6.1. В таблиці 6.1 наведені формули для обчислення 

похідних n-го порядку деяких елементарних функцій. 
 

Таблиця 6.1 
Таблиця похідних вищих порядків 

     








 

 mn,
mn,!ma

xPaxa...xaxaxP mn
m

m
m

m
mm 001

1
1  

       nn
xn...x    11 , 

0x , R  

   
1

11












n

nn

x
!n

x
, 0x  

  
alnaa nxnx  , 10  a     xnx ee   

      
alnx

!nxlog nn

n
n

a





 11 1
, 

10  a , 0x  

      
n

n
n

x
!nxln 11 1 




, 0x  

  






 

2
nxsinxsin n     







 

2
nxcosxcos n   

 

Приклад 6.3. Обчислити похідні функції xcosxy  3  до третього 
порядку включно. 

Розв’язання. Обчислимо похідні, застосовуючи наступні формули: 

  vuvuuv  , 

  vuvuvuvuuvvuvuuv  2 , 
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  vuvuvuvuvuvuvuvuvuvu)uv(  332 . 

Отже,  xsinxxcosxy  323 ; 

         





 xsinxxcosxxcosxxcosxxcosxy 2333 3262
  xcosxxsinxxcosxxcosx 323 66  ; 

        





 xcos)x(cosxxcosxxcosxxcos)x(y 633 3333

     xcosxxsinxxcosxsinxxcosxxsinx 232 91863363  

xsinx 3 . 
 
Зауваження 6.2. Формули, що застосовані при розв’язанні приклада 6.3, є 

частинним випадком формули Лейбниця: 

      



n

k

knkk
n

n vuCuv
0

, де  !kn!k
!nC k

n 
 ; !n...!n  321 ,   uu 0 , 

  vv 0 . 
 
 

6.2. Похідні вищих порядків неявно заданої функції 
 

Нехай функція  xfy   задана неявно рівністю   0y,xF . 
Диференціюючи цю рівність по x  і розв’язуючи одержане рівняння відносно 
y , знайдемо першу похідну. 

Щоб знайти другу похідну, потрібно продиференціювати по x  першу 
похідну і в одержане співвідношення підставити її значення.  

 

Приклад 6.4. Знайти y  , якщо 0333  xyyx . 

Розв’язання. Продиференціюємо задану рівність по x  і знайдемо y : 

03333 22  yxyyyx , 

  22 3333 xyxyy  , 

xy
xy

xy
xyy








 2

2

2

2

33
33 . 
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Далі маємо      
 





 22

22 122

xy

xyyyxyxyy   

 
 

 
 













 22

2222
2

2

22

2222 22
22

xy

xyyxyxxy
xy

xy

xy

xyyxyxxyy

 

 
 22

33132

xy

yxxyxy




 . 

 
 

6.3. Похідні вищих порядків параметрично заданої функції 
 

Похідна другого порядку функції, що задана параметрично, знаходиться 
за формулою: 

                                      
 3t

tttt
xx

x
xyyxy




 .                                             (6.1) 

Дійсно, користуючись правилами диференціювання складної та оберненої 
функцій, дістаємо: 

 32

2 1

t

tttt

t
t

t

t
xtxx

x
xyyx

xx
y

t
dx
dy

dx
ydy






























 ,   або 

 
t

tx
xx x

yy



 . 

 

Приклад 6.5. Знайти похідну другого порядку, якщо tlnx  , 3ty  . 

Розв’язання.  
 

3
23

3
1
3 t

t

t

tln

ty
t

t
x 


 ; 

 
 

3
23

9
1
93 t

t

t

tln

ty
t

t
xx 


 . 
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6.4. Диференціали вищих порядків 
 

Диференціал від диференціала функції називається другим 
диференціалом або диференціалом другого порядку та позначається 

 dydyd 2 . 
При обчисленні другого диференціала врахуємо, що dx  не залежить від 

x  та при диференціюванні виноситься за знак похідної як сталий множник. 

Отже,         22 dxxfdxdxxfdxxfdyd  . 

Аналогічно можна знайти третій диференціал:     323 dxxfyddyd  , 
а також диференціали більш високих порядків. 

Диференціалом n-го порядку називається перший диференціал від 
диференціала  1n -го порядку: 

                                      nnnn dxxfyddyd  1 .                                    (6.2) 
 
Зауваження 6.3. Якщо x  – незалежна змінна, то похідну будь-якого 

порядку можна подати як відношення диференціалів відповідного порядку: 

 
dx
dyxf  ,   2

2

dx
ydxf  , … ,    n

n
n

dx
ydxf  . 

 
Зауваження 6.4. Диференціали вищих порядків не мають властивості 

інваріантності. Покажемо це на прикладі другого диференціала. Якщо  ufy  , 

де    xu   ,   то                 22 duufdudufduufdduufdyd uu  

        222 dxxuufduufuduf xxuuuu  . Отже, форма другого диференціала 

змінилась при переході до аргументу u . 
 

Приклада 6.6. Знайти yd 2  для функції xsiny 2 . 

Розв’язання. Маємо   dxxsindxxcosxsindxxsindy 222 


 ;  

  2222 22 dxxcosdxxsinyd 


 . 
 
 
 



 22 

6.5. Застосування диференціального числення  
до обчислення границь функцій. Правило Лопіталя 

 
Розглянемо правило, що дозволяє знаходити границі функцій з 

використанням диференціювання. 
 
 

6.5.1. Правило Лопіталя. Розкриття  

невизначеностей типу 








0
0  та 









  

 
Теорема Лопіталя. Нехай функції  xf  і  x  визначені і 

диференційовані в околі точки 0x , за винятком, можливо, самої точки 0x , 

причому     0
00




xlimxflim
xxxx
  або     


xlimxflim

xxxx


00
, і в указаному 

околі   0 x . Тоді якщо існує скінчена границя  
  k
x
xflim

xx





 0
, то існує 

також границя  
 x
xflim

xx 0
, і має місце рівність  

 
 
  k
x
xflim

x
xflim

xxxx






  00

. 

Коротко це правило можна сформулювати так: для невизначеностей типу 









0
0  або 









  границя відношення двох функцій дорівнює границі відношення 

їх похідних. 
Теорема справедлива і в тому випадку, коли x . 
 
Зауваження 6.5. Правило Лопіталя можна застосувати і до функцій 

 xf  ,  x  , якщо вони задовольняють умовам теореми Лопіталя, тобто 
повторювати дії знову, якщо це потрібно для одержання результату: 

 
 

 
 

 
  ...
x
xflim

x
xflim

x
xflim

xxxxxx










  000

 . 

 
Приклад 6.7. Користуючись правилом Лопіталя, обчислити границі 

функцій:  а) 
1665

16
23

4

2 


 xxx
xlim

x
;       б) 2

3

x
elim

x

x 
. 
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Розв’язання. а)  
 



















 1665

16
0
0

1665
16

23

4

223

4

2 xxx

xlim
xxx

xlim
xx

 

13
16

26
32

6103
4

2

3

2





 xx
xlim

x
. 

 

б)  
 

 
 
































 x

elim
x

elim
x

elim
x
elim

x

x

x

x

x

x

x

x

33

2

3

2

3

2
3

2
3  


 1

3
2
3 3x

x

elim . 

 
Зауваження 6.6. Правило Лопіталя застосовується лише для розкриття 

невизначеностей виду 








0
0  і 









 , які називають основними. Відомі ще й такі 

невизначеності, як  0 ,   ,  0 ,  1 ,  00 , які зводяться до основних 
за допомогою алгебраїчних перетворень. 

 
 

6.5.2. Розкриття невизначеностей типу  0  та    
 

Якщо   0
0




xflim
xx

,   


xlim
xx


0
, то невизначеність виду  0  можна 

звести до основних наступним чином: 

      

 








 0
0

100

x

xflimxxflim
xxxx



 , або 

      

 













xf

xlimxxflim
xxxx 100

 . 

 
Приклад 6.8. Обчислити границю xctgxlim

x
2

0



. 
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Розв’язання.    
 














 xtg

xlim
xtg

xlimxctgxlim
xxx 20

0
2

02
000

 

2
1

2
2

2
2

1
1 2

0
2

0







xcoslim

xcos

lim
xx

. 

Якщо     


xlimxflim
xxxx


00
, то невизначеність    зводиться до 

невизначеності 








0
0 :        

   xxf

xfxxxf



11

11




 . 

 

Приклад 6.9. Обчислити границю 





 

 xxsin
lim
x

11
0

. 

Розв’язання.    

















 

 0
011

00 xxsin
xsinxlim

xxsin
lim

xx
  

 
 

0
1

1
00










 xcosxxsin
xcoslim

xsinx

xsinxlim
xx

. 

 
 

6.5.3. Розкриття невизначеностей типу  00 ,  1 ,  0  

 

Якщо, наприклад,     0
00




xlimxflim
xxxx
 , то      



00
0

x

xx
xflim   

    xflnxlim
xxe





0 , і невизначеність виду  00  зводиться до невизначеності 

 0 , що розглянута вище. 
 

Приклад 6.10. Обчислити границю 
tgx

x x
lim 










1
0

. 

Розв’язання.    









































tgx

x
ln

x
lim

tgx

xx
limln

ee
x

lim
tgx

x

1
0

1
0

0

0

1  
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 x
xsin

x
lim

xsin

x
x

lim

ctgx
xln

x
limxlntgx

x
lim

x
lntgx

x
lim

eeeee

2

02
1

1

0
00

1
0

1
0
0 01

2
0












 ee
xcosxsin

x
lim

. 

 

Приклад 6.11. Обчислити границю  
2

1

2
0

x
xcoslim

x
. 

Розв’язання. Маємо невизначеність  1 . Розглянемо дещо інший спосіб 

розв’язання цього типу невизначеностей. Позначимо   kxcoslim
x

x




2
1

2
0

 і 

прологарифмуємо цю рівність: 

    








 0
020212 20200

2
1

x
xcoslnlimxcosln

x
limxcoslnlimkln

xxx

x
 

2
1

2
12

0
02

2
2

22
2

000


















xcoslim
x

xtglim
x

xcos
xsin

lim
xxx

 . 

Отже, 2kln , звідки 2 ek .  

Остаточно маємо   2
2

0

12
2

1

e
excoslim

x

x
 


 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ  6 
ПОХІДНІ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ. ДИФЕРЕНЦІАЛИ ДРУГОГО 

ПОРЯДКУ 
 

Приклад 1. Знайти похідні другого порядку: 

а) 
5
22 arcsinxlnxy  ;                               б) 

53
3



x

xy ; 

в)   xexy 253  ;                                       г) 2xarctgy  ; 
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д) xtgey 7 ;                                                    є) 
2

5
3xcosy  . 

Розв’язання.  Знаходимо послідовно першу, потім другу похідні. Маємо: 

а)       













 xlnxxlnxxlnxarcsinxlnxy 20

5
2 222  

xxlnx
x

x  212 ; 

       11221222
x

xxlnxlnxxlnxxxlnxy  

32  xln . 
 

б) 
     

 
 

   















 222 53

9159
53

33533
53

533533
x

xx
x

xx
x

xxxxy  

 253
15



x

; 

 
       


















  5353305315

53
15 32

2 xxx
x

y  

 353
90



x

. 

 

в)         


 xxxx exeexexy 2222 25335353   

    xx exxe 22 1361063  ; 

        


 xxxx exeexexy 2222 21366136136  

    xx exxe 22 321226126  . 
 

г) 
 

 
4

2
22 1

2

1

1
x
xx

x
y








 ; 
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24

44

24

34

24

44

1

822

1

4212

1

1212

x

xx

x

xxx

x

xxxxy

 24

4

1

62

x

x




 ; 

 

д) 
xcos

e
xcos

ey
xtg

xtg

7
7

7
7

2

7

2
7  ; 

 





xcos

xsinxcosexcos
xcos

e
y

xtgxtg

7

777277
7

77

4

72
2

7

 

 
xcos

xsine
xcos

xsinee xtgxtgxtg

7
14149

7
144949

4

7

4

77 



 ; 

 

є) 
22

15
2
3

2
5

3
22

3 xsinxxxsiny  ; 

24
45

2
15

2
3

22
15

2
2

2
15 3

4
323

2
3 xcosxxsinxxxcosxxsinxy  . 

 
Приклад 2. Знайти прискорення рухомої точки у момент часу ct 2 , 

якщо відомий закон руху точки   32 3  ttts  ( s  вимірюється у метрах). 

Розв’язання.  Знайдемо швидкість     16 2  ttstv .  

Прискорення     ttvta 12 .    242 a  2с/м .     

Відповідь:  223 с/м . 
 
Приклад 3. Знайти похідні третього порядку: 

а) 4732 345  xxxy ;             б) 
6

2 xsiny  . 

Розв’язання. а) Знаходимо послідовно y  , y   та y  : 
234 211210 xxxy  ; 

xxxy 423640 23  ; 

4272120 2  xxy . 
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б) 
36

1
666

2
66

2 xsinxxcosxsinxsinxsiny 
















 ; 

318
1

336
1 xcosxxcosy 








 ; 

354
1

3318
1 xsinxxsiny 















  . 

 
Приклад 4. Знайти другу похідну від функції заданої параметрично: 

а) 







;tlny
,tx                           б) 

 
 







.tcosay
,tsintax

1
 

Розв’язання. а) Застосовуючи формулу 
t

t
x x

y
y




  знайдемо xy : 

t
y t

1
 ,      

t
x t 2

1
 ,       

tt
t

t

ty x
22

2
1

1
 . 

Другу похідну знайдемо за формулою 
 

t

tx
xx x

y
y




 . 

tt

t

t

t

t

t

t

ty

t
t

x
22

2
1

2
12

2
1

2

2
1

2

3

2
32

1





































. 

 
б) tsinay t  ,    tcosax t  1 . 

  2
2

2

2
2

22
2

1 2

tctg
tsin

tcos

tsin

tcostsin

tcosa
tsina

x
y

y
t

t
x 







 ; 

 
 

24
1

22

2
1

2

1

1
2

42

2

tsinatsina

tsin

tcosa

tctg

x
y

y
t

tx
xx 



















 . 
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Приклад 5. Знайти yd 2  від заданих функцій: 

а) 2
23

4
7 13723

x
x

x
xy  ;                  б) 23 xy  . 

Розв’язання. а) 


37
2

3 23
4

7 72313723 4
1

xx
x

x
x

xy  

23
2

3  xx . 
Знаходимо послідовно першу, потім другу похідні: 







 


 4

51
3
2

1
4
1

2
1212

3
230

4
1221 636 xxxxxxy  

322 3
1




xx ; 







 






 


 4

91
3
1

1
4
5

8
51266

3
12

4
5

2
1621 545 xxxxxxy

43 44 9
54 6

3

2

8

51266
3
2 3

4

xxx
xxx  



. 

За формулою (6.2) маємо:   2
43 44 9

52 6

3

2

8

5126 dx
xxx

xyd 









 . 

 

б) 
22 3

2
32

1

x

xx
x

y





 ; 

 
    


















22

22

2

2
2

22

22

33

3
3

3
3

3

33

xx

xx
x

x

xxx

x

xxxxy

 323

3

x
 ; 

 32

2
22

3

3

x

dxdxyyd


 . 
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Завдання для самостійної роботи  
 

1. Знайти похідні другого порядку: 

                 а) 
x

xy



1

3
;                                    в)  15 3  xlny ; 

                б) 32 lnxcosxy  ;                   г) xsiney 2 . 

2. Знайти похідну третього порядку 5
2

37
6

24 
xxxy . 

3. Знайти другу похідну від функції, заданої параметрично: 

               а) 










;tty

,ttx
2

3

4

3
                                 б)  








.tlny

,tarctgx
21

 

4. Знайти yd 2  від заданих функцій: 

               а) 5 83
753 5
421 xx

xx
y  ;               б) xcosy 35 . 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 7. 
ПРАВИЛО ЛОПІТАЛЯ 

 
7.1. Застосування правила Лопіталя для розкриття  

основних невизначеностей 
 

Знаходження границь, які вимагають розкриття невизначеностей типу 









0
0  або 









 , значно спрощується за допомогою правила Лопіталя. 

Нагадаємо, що із існування границі відношення похідних випливає існування 
границі відношення функцій (лекція 6, п. 6.5): 

 
 

 
 x
xflim

x
xflim

xxxx  



 00

, 

якщо     0
00




xlimxflim
xxxx
  або     


xlimxflim

xxxx


00
 і в околі точки 

0x    0 x . 
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Аналогічне правило має місце і для односторонніх границь, а також коли 
x . 
Правило Лопіталя можна застосовувати декілька разів. 
 
Приклад 1. Знайти границі: 

а) 
xln

xlim
x

13

1




;                                          б) xx e
xlnlim 3

;    

в) 
5117

2
23

23

1 


 xxx
xxxlim

x
;                     г) 20

22
xsinx

xarcsinxarcsinlim
x




. 

Розв’язання. Спочатку встановлюємо, що частка даних функцій має 

невизначеність 








0
0  або 









  в граничній точці та функції диференційовані в 

околі цієї точки. Після цього застосовуємо правило Лопіталя. 

а) Оскільки   013
1




xlim
x

 і 0
1




xlnlim
x

, виконується перша умова  

теореми Лопіталя (п. 6.5.1). Друга умова  теж виконується, оскільки 

  23 31 xx 


   і  
x

xln 1
 . 

Знайдемо   
  33

1
3 3

1

2

11






xlim

x

xlim
x
xflim

xxx 
. 

Отже, маємо  
 

31
31

0
01 2

1

3

1

3

1

















x

xlim
xln

xlim
xln

xlim
xxx

. 

В наступних розв’язках при обчисленні границь за допомогою правила 
Лопіталя будемо записувати лише необхідні перетворення, а умови перевіряти 
в процесі обчислень. 

 

б)  
 

0
3

1
3

1
3333 















 xxxxxxxx ex

lim
e

xlim
e

xlnlim
e

xlnlim . 

 
в) При розв’язанні цього прикладу правило Лопіталя потрібно 

застосовувати 2 рази: 
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 5117

2
0
0

5117
2

23

23

123

23

1 xxx

xxxlim
xxx
xxxlim

xx
 

 
  4

1
8
2

146
46

11143

143
0
0

11143
143

12

2

12

2

1
























 x

xlim
xx

xxlim
xx
xxlim

xxx
. 

 
г) Для розкриття цієї невизначеності за правилом Лопіталя застосуємо ще 

теорему про заміну однієї нескінченно малої функції іншою, еквівалентною їй 
функцією [5]. 

















 302220

220
0
022

x
xarcsinxarcsinlim

x~xsin

x

xsinx
xarcsinxarcsinlim

xx

 
 

















 2

22

030 3
1

12
41

2
22

0
0

x
xxlim

x

xarcsinxarcsinlim
xx

 






















 0
0411

3
2

411

411
3
2

2

22

0

1

2

1

22

22

0 x
xxlim

xxx

xxlim
xx


 

 
 
















 x

x

x

x

x

lim
x

xxlim
xx 2

412

8

12

2

3
2411

3
2 22

02

22

0
 

  13
3
1

141

1441
3
1

22

22

0







 xx

xxlim
x

. 

 
 

7.2. Застосування правила Лопіталя для 
розкриття невизначеностей типу  0 ,    

 
Якщо   0

0



xflim

xx
,   


xlim

xx


0
, то невизначеність  0  можна 

звести до основних так: 
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 0
0

100

x

xf
limxxflim

xxxx



  або так 

      

 













xf

xlimxxflim
xxxx 100


 . 

 
Приклад 2. Знайти границі: 

а) xlnxlim
x

5
0

;                            б) xctgxlim
x

2
2

2







 






; 

в) 









 20

11
xxarctgx

lim
x

;             г) 









 xtgxx
lim
x

11
20

; 

д)  2xelim x
x




. 

Розв’язання. а) Маємо невизначеність виду  0 . Запишемо приклад 
так: 

   





























 6

1

0

5

0
5

0
5

0 510
0

1
0

x
xlim

x

xlnlim

x

xlnlimxlnxlim
xxxx

 

0
5
1

5
1 5

0

6

0



xlim

x
xlim

xx
. 

 
б) Маємо невизначеність виду  0 . Зведемо її до невизначеності виду 









0
0  і застосуємо правило Лопіталя:  

 
 










 


















 

 xtg

x
lim

xtg

x
limxctgxlim

xxx 2

2
0
0

2
202

2
222





 

2
12

2
1

2
2
1 2

222




xcoslim

xcos

lim
xx 

. 
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в) У даному прикладі невизначеність виду   . Приведемо функцію, 
границю якої знаходимо, до спільного знаменника, одержимо невизначеність 

виду 








0
0  і застосуємо правило Лопіталя: 

 
 


























 xarctgx

xarctgxlim
xarctgx
xarctgxlim

xxarctgx
lim

xxx 202020 0
011   

  
     













 xxarctgxxx

xxlim

x
xxarctgx

xlim
xx 22

22

0

2

2

2

0 121
111

1
2

1
11

 

   











 


 112

1

112 2022

2

0

x
xarctgx

lim

x
xarctgxx

xlim
xx

 

  3
1

112
1

112

1

0
2

0









 x
xarctglimxlim

xx

. 

 

г)    
 


























 xtgx

xxtg
lim

xtgx
xxtg

lim
xtgxx

lim
xxx 202020 0

011






















xcos

xcos
x

xcos
xsinx

xcoslim

xcos
xxtgx

xcoslim
xx 2

2
2

2

0
2

2

2

0 12

1
12

11











 







 12122
1 2

2

02

2

02

2

0 xcos
x

xsin
x

xsin

lim

x
xcosxsinx

xsinlim
xxcosxsinx

xcoslim
xxx

3
1

12
1




 . 
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д)    
x

x

xx
x

x

x

x

e

e
x

lim
e
xelimxelim

1

1
1

2

2
2
















. 

Оскільки 0222
























 xxxxxx e

lim
e

xlim
e
xlim , то маємо 

11
2













 xx e
xlim . Отже, 




x

x

x

e

e
x

lim
1

1
2

. 

 
 

7.3. Застосування правила Лопіталя для 

розкриття невизначеностей типу  00 ,  0 ,  1  

 

Розглянемо степенево-показникову функцію     xxf  . Якщо, 

наприклад,     0
00




xlimxflim
xxxx
 , то       



00
0

x

xx
xflim   

              
 


 0000

xflnxlimxflnlimxflimln
xx

x
xx

x
xx eee



. 

Аналогічно розкриваються невизначеності  1  і  0 . Зауважимо, що 

вирази     та   00   не є невизначеностями. 
 
Приклад 3. Знайти границі: 

а) x
x

xlim
0

;         б)   xsin

x
xctglim

0
;          в) 

x

x x
lnlim 










1
0

; 

г)   x
xsinlim

x

1

21
0




;             д)   xctg

x
xcoslim

2

0
. 
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Розв’язання. а)     x

xln
x

limxlnx
x

limxxln
x

lim

eeexlim x
x

1000 000
0







 

1002
1

1

0

















eee
x

x
lim

x

x
x

lim

. 

 

б)    
 

 





0000

0

ctgxlnxsin
x
limxsinctgxln

x
lim

eexctglim xsin

x
  

 
1020

1
021

2
11

010



















eeeee xcos

xsin

x
lim

xcosxctgx
lim

xcosxsin
xsinxctg

x
lim

xsin

xctgln

x
lim

. 

 

в)   




































x

x
lnln

x
lim

x
lnlnx

x
lim

x

x
lnln

x
lim

eee
x

lnlim
x

x

1

1

01

0

1

00
0

1  

 

1
0

1
0

1
1

11






















 eeee
xприt

t
x

ttlnt
limttln

t
lim

t
tlnln

t
lim

. 

 

г)    
   

 








0121

211

0

1

21
0

1

0

xsinln
xx

limxxsinln
x
lim

x
eexsinlim

x
  

 

221
2

0
2

1

22
21

1

0

21

0

0
0 eeee

xsin
xcos

x
lim

xcos
xsin

x
lim

x
xsinln

x
lim



















 . 

 

д)    
 

 





01

2
0

2

02

0

xcoslnxctg
x
limxctgxcosln

x
lim

eexcoslim xctg

x
  

 

e
eeee

tgx
xcostgx

x
lim

xcos
tgx

xsin
xcos

x
lim

xtg

xcosln

x
lim

1
0
0 2

1
2

2

02
1

2

1

0
20





















. 
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Зауваження. Умова про існування границі похідних є суттєвою. 
Наприклад, дослідимо можливість застосування правила Лопіталя для границі 

xsinx
xsinxlim

x 



. 

Маємо,     


xsinxlimxsinxlim
xx

. Проте 
 
 




 xsinx

xsinxlim
x

 

2
2

2

2
2

1
1 2

2

2
xtglim

xcos

xsin
lim

xcos
xcoslim

xxx 





  – не існує, тому застосовувати 

правило Лопіталя неможливо. Однак ця границя існує, оскільки 

1
01
01

0111

11



















 xsin
x

x

xsin
x

xsin
xlim

xsinx
xsinxlim

xx
. 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

1. 
xsin
xsin

lim
x 


4
2

1
, відповідь 

2
1

 ;                  2. 
32

1
2

3

1 


 xx

xlim
x

, відповідь 
4
3 ; 

3. 
725
36

2

2




 xx

xxlim
x

, відповідь 
5
1 ;             4. 






 

 xxsin
lim
x

11
0

, відповідь 0 ; 

5. 









 xtgxx
lim
x 2

1
2

1
20

, відповідь 
6
1 ;         6. 

 
1

2
11 


 xx e

xlnlim , відповідь 1 ; 

7.   xln

x
xlim 


1

1
, відповідь 1 ;                      8. 

2
1

0

x

x x
xsinlim 








, відповідь 

6
1
e

. 
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ЛЕКЦІЯ 7. ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ 
ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ. ЧАСТИНА 1 

 
7.1. Зростання і спадання функції. Екстремуми функції 

7.1.1. Ознаки монотонності функції 
 

Теорема 7.1. Для того, щоб функція, неперервна на проміжку  b,a  і 

диференційована в інтервалі  b,a , була неспадною (або не зростаючою в  b,a , 
необхідно і достатньо, щоб на  b,a    0 xf  (або   0 xf ). 

 
Доведення. Необхідність. Нехай  xfy   є неспадною в проміжку  b,a  

функція. Довести, що   0 xf . Згідно з означенням неспадної функції 0y  

при 0x  і 0y  при 0x , тобто 0
x
y


 . За теоремою про перехід до 

границі в нерівностях дістанемо: 0
0


 x

ylim
x 




, тобто   0 xf . 

Достатність. Нехай в  b,a  виконується умова   0 xf .  

     
0

0

0 xx
xfxflimxf

xx 





 і   



 0xf
x
y , де 0

0





xx
lim . 

Нехай   00  xf , тоді 0
x
y


  при достатньо малих x . Отже, якщо 

0x  то і 0y , якщо 0x  то і 0y , тоді за означенням, функція 

 xf  є неспадною. 
 
Теорема 7.2. (Ознака строгої монотонності). Для того, щоб функція, 

неперервна на відрізку  b;a  і диференційована в інтервалі  b;a , була на  b;a  
зростаючою (спадною), необхідно і достатньо, щоб: 

1)   0 xf       0 xf        b;ax ; 

2) не існувало на відрізку  b;a  проміжку, в якому   0 xf . 
 
Цю теорему можна для практичних задач переформулювати таким 

чином: якщо   0 xf , або   0 xf  всюди, крім, можливо у скінченному 
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числі точок, в яких вона перетворюється на нуль, то в  b;a  вона зростає, або 
спадає. 

Ці теореми дозволяють дуже просто дослідити функцію на монотонність, 
тобто, знайти інтервали, в яких функція спадає або зростає. 

Для більшості елементарних функцій область існування функції можна 
розбити на інтервали, у яких функція буде монотонно зростаючою або 
спадною. Кожен такий інтервал обмежений точками, у яких похідна функції 
або дорівнює нулю або не існує. Такі точки називаються критичними. 

 
 

7.2. Екстремуми функції 
 

Означення. Нехай функція  xfy   неперервна на проміжку  b;a  і 
 b;ax 0 . Точка 0x  називається точкою максимуму функції  xfy  , якщо 

існує такий  -окіл точки 0x , що для всіх точок 0xx  , які належать цьому 

околу, виконується нерівність:    0xfxf  . 

 
Аналогічно наводиться означення мінімуму функції  xfy  : 1x  – 

називається точкою мінімуму функції, якщо 0 : x :  10 xx  

    1xfxf  . 

Максимум і мінімум функції називається екстремумами функції. 
Оскільки поняття екстремуму функції пов’язані з певним околом, то 

зрозуміло, що функція може мати екстремум тільки у внутрішніх точках 
області визначення. 

 
 

7.2.1. Ознаки екстремуму функції 
 

Теорема 7.3. (Необхідна умова екстремуму функції). Якщо диферен - 
ційованна функція  xfy   має екстремум в точці 0x , то її похідна в цій точці 

дорівнює нулю:   00  xf . 
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Доведення. Нехай для визначеності 0x  – точка максимуму. Тоді в околі 

цієї точки виконується нерівність    xfxf 0 . Звідси маємо: 

    0
0

0 



x
y

xx
xfxf


 , якщо 0x  та 0

x
y


 , якщо 0x . 

Похідна  
x
ylimxf

x 


 0
0


  існує. Переходячи до границі при 0x , 

отримаємо   00  xf , якщо 0x  та   00  xf , якщо 0 . Це можливо 

тільки у випадку, якщо    00  xf . Аналогічно доводиться ця теорема, якщо 

0x  – точка мінімуму. 

 
Геометрично рівність   00  xf  означає, що в точці екстремуму 

диференційованої функції, дотична до її графіка паралельна осі x0 . 
Теорема 7.3 ілюструє тільки необхідну умову екстремуму функції. 

Обернена теорема є невірною, тобто, якщо   00  xf , то в точці 0x  екстремум 

може бути, а може і не бути. Наприклад, для функції 3xy   маємо 23xy  . 

Тоді   00 y , але у точці 0x  функція не має екстремуму (рис.7.1). 
 

 
  Рис. 7.1  
 
Зауваження. Бувають функції, які в точках екстремуму не мають 

похідної. Наприклад, 3 2xy  , 
33
2

x
y  , тобто  0y  не існує, але в точці 

0x  функція 3 2xy   має мінімум (рис.7.2). 
 

3xy   
  y  

x  0      
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Рис. 7.2   

 
Отже, неперервна функція може мати екстремум у точках, де її похідна 

або дорівнює нулю, або не існує. Як зазначено вище, такі точки називають 
критичними.   

 
Теорема 7.4. (Додатня умова екстремума). Якщо неперервна функція 
 xfy   диференційована у деякому  -околі критичної точки 0x , мабуть за 

винятком самої точки 0x , і при переході зліва-направо через цю точку, похідна 

 xf   змінює знак   “ + ” на знак   “ – ”,  то 0x  є точкою максимуму, а якщо знак 

“ – ”, на знак “ + ”, то 0x  – точка мінімуму.  

Доведення. Розглянемо  -окіл точки 0x . Нехай виконуються умови: 

  0 xf   00 x;xx  ;     000 x;xxxf , тобто  xf   змінює 

знак “ + ”  на знак “ – ” при переході через точку 0x . Тоді маємо, що функція 

 xf  зростає на інтервалі  x,x 0  і спадає на інтервалі  00 x,x . 

Звідси випливає, що значення функції  xf  у точці 0x  є найбільшим на 

інтервалі    00 x;x , тобто    0xfxf   для всіх точок  00 x;xx     

 00 x,x . Це означає, що 0x  – точка максимуму функції.  

Аналогічно теорема доводиться для випадку мінімуму функції. 
 
 

7.2.2. План дослідження функції на екстремум 
 

1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти похідну функції.  
3. Знайти критичні точки, тобто точки, в яких 0y , або y  не існує.  

3 2xy   

1 8  
x  

y  

1 
4  
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4. Дослідити знак похідної зліва і справа від критичних точок, які є 
внутрішніми точками області визначення. 

5. Користуючись теоремою 7.4, записати точки екстремуму і обчислити 
значення функції в кожній з отриманих точок. 

 
Приклад 7.1. Знайти проміжки монотонності та екстремуми функції, 

якщо вони є: xexy 24  . 

Розв’язання. 1. Область визначення функції   ;x . 

2.         








  24 2423242424 xxxxx exexexexexy  

 xex x   22 23 . 
3. Знайдемо критичні точки. Для цього прирівняємо похідну функції до 

нуля:  

 







 

2
0

0220 23

x
x

exxy x . 

4. 
 

 
 
 
 

Отже,   000 04  eyymin ,   4
44 1622

e
eyymax   . 

 
 

7.2.3. Інші способи знаходження екстремуму функції 
 

Екстремуми функції можна також визначити за допомогою другої 
похідної функції. 

 
Теорема 7.5. Якщо у точці 0x  перша похідна функції  xf  дорівнює 

нулю (   00  xf ), а друга похідна функції існує та відмінна від нуля 

(   00  xf ), то якщо   00  xf , то у точці 0x  функція  xf  має максимум, а 

якщо   00  xf  – то мінімум. 

x  0;  0  20;  2  ;2  

y  – 0  + 0  – 
y   min  max   
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Доведення. Доведення проводиться для випадку   0 xf . За 
означенням похідної функції другого порядку 

        00
0

00
0

0 






 x

xxflim
x

xfxxflimxf
xx 






. 

Маємо   00 

x

xxf


  в околі точці 0x . Звідки, якщо 0x , то 

  00  xxf  , якщо 0x , то   00  xxf  . Таким чином, при переході 

через точку 0x  перша похідна змінює знак з “ – ” на “ + ” , отже 0x  – точка 

мінімуму за теоремою 7.4.  
Аналогічно доводиться теорема для випадку   0 xf . 
 

Приклад 7.2. Дослідити функцію xlnxy 102   за допомогою другої 
похідної функції. 

Розв’язання. 1. ОДЗ:   ;x 0 . 

2. 
x

x
x

x
x

xy 52102102
22 




 . 

3. ОДЗx,xx,
x

xy 


 555050 2
2

. y  не існує, 

якщо  0x , але ОДЗx  0 . 

4. 2

2

2
102102

x
x

x
y 

 ;   05 y , тобто, 5x  – точка мінімуму. 

5.    51555551055 lnlnlnyymin  . 

 
 

7.3. Найбільше і найменше значення функції на відрізку 
 

Нехай функція  xfy   неперервна на відрізку  b;a . Тоді ця функція 
досягає свого найбільшого і найменшого значень на ньому. Ці означення 
можуть бути або у внутрішніх точках  b;a , або на кінцях відрізку. Якщо 
найбільше чи найменше значення функція досягає в деякій внутрішній точці 

0x , то ця точка належить до критичних точок функції. 
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7.3.1. План знаходження найбільшого та найменшого  
значень функції  xf   на відрізку  b;a  

 
1. Знайти похідну функції  xf . 
2. Знайти критичні точки функції, тобто, розв’язати рівняння 0y  та 

крім того знайти точки в яких y  не існує. 
3. З отриманих точок виключити ті, що не належать відрізку  b;a . 
4. Обчислити значення функції у всіх залишившихся критичних точках та 

на кінцях відрізку. 
5. Серед всіх отриманих значень функції обрати найменше і найбільше. 
 
Приклад 7.3. Знайти найбільше та найменше значення функції 

296 23  xxxy  на відрізку  23; . 

Розв’язання. 1. 9123 2  xxy . 

2. 091230 2  xxy ,     0342  xx . 

  431444 22  acbD . 

2
44

21


,x ;    3
2

24
1 


x ;    1

2
24

2 


x . 

3. Ми отримали дві критичні точки 31 x  та 12 x . Точка 

 233 ;x  , тому виключимо її з розглядання. 
4. Обчислимо значення функції в критичній точці 1x  та на кінцях 

відрізку:   62191611 23 y , 

             1062393633 23 y , 

       42292622 23 y . 

5. Отже, видно, що найбільшого свого значення дана функція досягає у 
точці 1x  і воно дорівнює 4 , а найменше значення функції – 106y  у точці 

3x . 
Знаходження найбільшого та найменшого значень функції має 

застосування при розв’язанні широкого кола практичних задач математики, 
фізики, хімії, економіки. Декілька таких задач будуть розглянуті на 
відповідному практичному занятті. 
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 8. ПОХІДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ: 
НАБЛИЖЕНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ 

 
Алгебраїчні рівняння першого та другого степенів (або лінійні та 

квадратні рівняння) розв’язуються за певними формулами, що відомі з 
шкільного курсу математики. Є формули і для розв’язання рівнянь третього 
степеня (так звані формули Кардано), є метод Феррарі для розв’язування 
рівнянь четвертого степеня. Кажуть, що рівняння розв’язуються в радикалах, 
якщо існують такі формули, що дають змогу виразити його корені через його 
коефіцієнти за допомогою скінченного числа операцій додавання, віднімання, 
множення, ділення і добування кореня. 

Для рівнянь вище четвертого степеня у загальному випадку доведено 
теорему про те, що не існує формул для визначення коренів рівняння. Для 
розв’язування таких рівнянь застосовують наближені методи [1], [3], [6].  

Отже, нехай треба розв’язати рівняння   0xf . Для визначення одного 
якогось дійсного кореня цього рівняння треба знайти ті відрізки, які містять 
тільки один його корінь. Способи відшукання таких відрізків називають 
способами відокремлювання коренів , а самі проміжки називають проміжками 
ізоляції. 

Найпростішим методом ізоляції коренів є графічний. Точки перетину 
графіка функції  xfy   з віссю x0  будуть коренями рівняння.  

У багатьох випадках функцію  xfy   зображують у вигляді різниці 
двох функцій:       021  xfxfxf ,     xfxf 21  .Тоді за абсцисами точок 

перетину графіків функцій  xf1  і  xf2  наближено оцінюють значення 

коренів і визначають їх. 
 

Приклад 1. Відокремити корені рівняння 0523  xx . 

Розв’язання. Запишемо рівняння у вигляді xx 253  , побудуємо 

графіки функцій 53
1  xy  і xy 22   (рис. 8.1). 
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53
1  xy                      

  
x  1y  
0  5  
1  4  
2  3  
3  22  

 
xy 22   

 
x  2y  
0  0  
1  2  
2  4  
3  6  

 
 

 
Оскільки    22 21 yy  ,    33 21 yy  , то  32;x . Отже, дане рівняння 

має єдиний корінь, який лежить на проміжку  32; . 
Розглянутий спосіб відокремлення коренів не є єдиним. 
Відомо [4], що коли функція  xfy   неперервна і монотонна на 

інтервалі  b,a  і на кінцях інтервалу має різні знаки, то всередині інтервалу 
вона набуває значення 0  і притому лише один раз. 

Отже, задача відокремлення коренів рівняння   0xf  полягає в розбитті 

осі абсцис на інтервали, в яких функція  xf  монотонна і набуває значень, що 

мають різні знаки. 
Через те, що кожна монотонна і диференційовна на даному інтервалі 

функція має першу похідну знак якої не змінюється, можна сформулювати таке 
правило відокремлення коренів рівняння   0xf : 

1. Знайти першу похідну функції  xfy  . 

2. Розв’язати рівняння   0 xf . 

3. Розбити вісь абсцис на інтервали, в яких перша похідна зберігає знак  
(у цих інтервалах функція монотонна), а функція має різні знаки на кінцях 
інтервалу. 

y   53
1  xy  

                        
    
    
    
    
    

    
    
    
    
    
    

                    

       

       

    

    

       

       

        

1 
2  
3  
4  
5  
6  

1 2   3  4    1  2  

 4  
 5  

6  

x  

0  

 xy 22   

Рис. 8.1 



 47 

Приклад 2. Відокремити корені рівняння 0393  xx . 

Розв’язання. Нехай   393  xxxf . Знаходимо першу похідну: 

  93 2  xxf . 

Знайдемо стаціонарні точки: 093 2 x ,  32 x ,  31 x ,  32 x . 

Розбиваємо вісь абсцис на інтервали  3 , ,  33 , ,  ,3 . У 

кожному із цих інтервалів функція   393  xxxf  монотонна, і якщо на 

кінцях будь-якого з цих інтервалів функція  xf  має різні знаки, то цей 

інтервал містить корінь рівняння   0xf  і до того тільки один. 

Можна довести, що при достатньо великих значеннях x  знак многочлена 
збігається із знаком старшого члена. Отже, коли x , то знак 

  393  xxxf  збігається із знаком 3x . Підставляючи у вираз 393  xx  

значення 3x  та знаходячи границю цього виразу при x , дістаємо 
таблицю, що показує які знаки має функція  xf  на кінцях інтервалів: 

Таблиця 8.1 
x    3  3    

 xf  – + – + 

 
Отже, бачимо, що дана функція змінює знаки на трьох інтервалах, тобто 

корені рівняння 393  xx  містяться на інтервалах  3 , ,  33 , , 

 ,3 . 

Ці інтервали можна зменшити. Оскільки   04 f  і   03 f ,   00 f  

і   01 f ,   02 f  і   03 f , то інтервали  34  ; ,  10;  і  32;  містять по 

одному кореню даного рівняння. 
Існує ще один метод відокремлення коренів, що має назву метод 

перебору. Спершу визначається відрізок найменшої довжини, який містить всі 
дійсні корені рівняння. Його довжина визначається за наступною властивістю 
алгебраїчного рівняння: найбільше за абсолютною величиною можливе 

значення кореня не перевищує величини 
na

AR  1 , де 
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 110  na,...,a,amaxA ,  n,...,iai 0  – коефіцієнти рівняння  xaa 10  

02
2  n

n xa...xa .  

Метод перебору має ефективну реалізацію у середовищі електронних 
таблиць [3, 6]. 

 
Приклад 3. Методом перебору відокремити корені рівняння 

0523  xx  . 

Розв’язання. Нехай    23
3

2
210 025 xxxaxaxaaxf  

03  x . 
Визначимо максимальний відрізок, на якому містяться корені рівняння. 

Оскільки 50 a ; 21 a ; 02 a ; 13 a , маємо 

    5025210  ,,maxa,a,amaxA , 6
1
511

3


a
AR . 

Отже, корені рівняння належать сегменту  66; . 

Графік функції  xf  можна побудувати за допомогою пакету CadMath : 

обчислюються значення функції  xf  для значень  R;Rx  , які змінюються 

за обраним кроком h . В інтервалі, на кінцях якого функція змінює знак 
    01  ii xfxf , знаходиться корінь рівняння. 

Графік функції   325 xxxf   наведено на рис. 8.2. 

Отже, шуканий корінь рівняння міститься на проміжку  32;x . 
Подальше уточнення значення кореня можна виконати за допомогою 

функції   x,xfroot  в пакеті CadMath , в алгоритмі якої реалізовано метод 

дотичних. 
Для уточнення розміщення коренів у проміжках ізоляції 

використовуються різні наближені методи. Розглянемо застосування методу 
спроб (інші назви – метод «вилки» або метод  половинного поділу), методу 
хорд та методу дотичних (метод Ньютона) для розв’язання рівняння 

0523  xx .  
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Рис. 8.2 

 

Приклад 4. Розв’язати рівняння 0523  xx  методом спроб з 
точністю до 0010, . 

Розв’язання. Інтервал ізоляції кореня рівняння 0523  xx  знайдено у 
прикладах 1 та 3, додатний дійсний корінь міститься у проміжку  32; . 

Алгоритм застосування методу спроб наступний. Нехай відомий 
проміжок ізоляції  b,a . Візьмемо за перше наближення значення кореня 

21
bax 

  і обчислимо  1xf . Якщо   01 xf , то задачу розв’язано. Якщо 

  01 xf , то утворимо проміжки  1x,a  і  b,x1  і візьмемо той з них, на 

кінцях якого функція має різні знаки. Нехай це проміжок  1x,a . Застосуємо до 

нього попередні міркування. 

Тоді 2
1

2 2
3

2
2

2
ba

baaxax 








 ;   12 x,ax  . 
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Проміжок  1x,a  поділимо на два:  2x,a  і  12 x,x . Нехай   0af , 

  02 xf , тоді  
3

322
3 2

12
2
2

3

2
ba

baaxax 








 . 

Продовжуючи цей процес, запишемо  
n

n

n
bax

2
12 

 . 

Якщо відома точність  , з якою треба обчислити корінь x , то процес 

припиняється, як тільки  1nn xx . 

Отже, для   523  xxxf  2a , 3b . Уточнимо проміжок ізоляції: 

52
2

32
21 ,bax 





 ,           012  faf , 

    0163  fbf ,                 06255521  ,,fxf , 

тоді шуканий корінь  1x,ax*  , тобто  522 ,;x*  . 

Далі знаходимо 

 252
2

522
2

1
2 ,,xax 





 ;     089112522  ,,fxf , вибираємо 

 2x,ax*  , тобто  2522 ,;x*  :  

1252
2

2522
2

2
3 ,,xax 





 ;         0346012523  ,,fxf , вибираємо 

 3x,ax*  , тобто  12522 ,;x*  : 

06252
2

12522
2

3
4 ,,xax 





 ;     03513062524  ,,fxf , вибира- 

ємо  34 x,xx*  , тобто  125206252 ,;,x*  : 

09382093752
2

125206252
2

34
5 ,,,,xxx 





 ; 

    000840093825  ,,fxf , вибираємо  35 x,xx*  , тобто 

 125209382 ,;,x*  : 

1092
2

125209382
6 ,,,x 


 ;             01644010926  ,,fxf , вибираємо 

 65 x,xx*  , тобто  109209382 ,;,x*  : 
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10132
2

109209382
2

65
7 ,,,xxx 





 ;         007560101327  ,,fxf . 

Продовжимо цей процес далі: 
097428 ,x  , 095529 ,x  , 0947210 ,x  , 0942211 ,x  , 0945212 ,x  . 

Оскільки  0003009422094521112 ,,,xx , то наступний процес 

обчислення припиняємо. Отже, корінь рівняння 0523  xx  з точністю 

0010,  належить інтервалу  0947209422 ,;,x*  і дорівнює  09452,x*  

0952, . 
 

Приклад 5. Розв’язати рівняння 0523  xx  з точністю 0010,  
методом хорд.  

Теоретичні відомості. Нехай функція  xf  має неперервні похідні 

першого і другого порядку на відрізку  b,ax , який містить єдиний корінь 
 xx  рівняння   0xf , причому похідні  xf   і  xf   зберігають знак на 

 b,a . Припустимо для визначеності, що   0af ,   0bf  і  b,ax : 

  0 xf . Точку перетину хорди AB  з віссю x0  позначимо через 1x , 

  x,ax1  (рис. 8.3). 

 

 
Рис. 8.3 

 
Через точку 1x  проведемо пряму, паралельну осі y0 , до перетину з 

графіком  xf  в точці 1B . Сполучивши точки 1B  і A  хордою, дістанемо 2x , 

                      

     

            

 y  

 x  
  0  

  a   1x   2x  

 b   *x  
 1B     af;aA  

  xfy   

   bf;bB  
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  x,xx 12  і т.д. Аналітичний вираз для послідовності  nx  одержимо з 

рівняння хорди AB , яка сполучає точки   af;aA  і   bf;bB : 

                                          
    ab

ax
afbf

afy






 .                                            (8.1) 

В залежності від того, який кінець хорди A  чи B  є нерухомим, маємо 
наступні розрахункові формули: 

1) кінець B  є нерухомим     0 bfbf , і нульовим наближенням 

кореня x  є точка ax 0 , отже, 

                                             
   i

ii
ii xfbf

xbxfxx



1 ;                                (8.2) 

2) кінець A  є нерухомим     0 afaf , і нульовим наближенням 

кореня *x  є точка bx 0 : 

                                           
   afxf

axxfxx
i

ii
ii 


1 .                                  (8.3) 

Зауважимо, що нерухомим вважаємо той кінець хорди, в якому знак 
функції  xf  співпадає зі знаком другої похідної  xf  , тобто     0 xfxf . 
За початкове наближення 0x  приймають протилежний кінець відрізка. 

Якщо задано ступінь точності визначення кореня  , то розрахункова 
операція закінчується, коли 

                                                  ii xx 1 .                                              (8.4) 

Розв’язання. Застосуємо до рівняння 0523  xx  метод хорд. Нехай 

  523  xxxf . Оскільки   012 f ,   0163 f , то на проміжку  32;  

є хоча б один корінь. Знаходимо   23 2  xxf ,   xxf 6 ;   0122 f , 

  0183 f . Оскільки         0181633  ffbfbf , кінець хорди B  
є нерухомим і за формулами (8.2) знаходимо перше наближення кореня, 
поклавши 20  ax , 3b : 

   
   

   
   

   
  05882

116
2312

23
23221 ,

ff
f

afbf
abfafax 













 , 

 0588020588201 ,,xx . 

Знаходимо за формулами (8.2) друге і наступні наближення кореня: 
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 05882
39096016

05882339096005882
1

11
12 ,

,
,,,

xfbf
xbxfxx  

08132022450 ,,  ,           02250058820813212 ,,,xx ; 

   
   

   
  








 08132
147016

081323147008132
2

22
23 ,

,
,,,

xfbf
xbxfxx  

0897200840 ,,  ,             0080081320897223 ,,,xx ; 

0927624 ,x  ,           00300897209276234 ,,,xx ; 

093925 ,x  ,             001100927620939245 ,,,xx ; 

094626 ,x  ,             00070093920946256 ,,,xx . 

Таким чином, корінь з точністю до 0010,  дорівнює 09526 ,xx*  . 

 

Приклад 6. Розв’язати рівняння 0523  xx  з точністю 0010,  
методом дотичних. 

Теоретичні відомості. Метод дотичних або, як його ще називають, 
метод Ньютона, є окремим випадком методу ітерацій [1] і дає можливість 
обчислювати корені рівняння з довільним ступенем точності.  

Нехай   0af ,   0bf ,  b,ax :   0 xf ,   0 xf . Ці умови 
означають, що функція на кінцях відрізка  b,a  набуває значень, протилежних 
за знаком, зростає і вгнута (рис. 8.4): 

   

 
Рис. 8.4 

 
Якщо з точки B  провести дотичну до кривої  xfy  , то вона перетне 

вісь абсцис у деякій точці 1x . Це значення 1x  можна прийняти за наближений 

                       

    

      

 y  

 x  
  0  

  a  
1x   2x   0xb   

 *x  
  1B  

 A  
  xfy   

 B  
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корінь рівняння. Проводячи після цього дотичну в точці   111 xf,xB , 

аналогічно знаходимо друге наближення 2x . 

Рівняння дотичної, що проходить через точку   00 xf,xB : 

                                              000 xxxfxfy  .                               (8.5) 

Ця дотична перетинає вісь абсцис у точці 1x . Якщо в рівняння (8.5) 

підставити 1xx   і 01  yy , то матимемо     01000 xxxfxf  , звідки 

1x   
 0

0
0 xf

xfx


 . 

Продовжуючи цей процес, одержимо ітераційну формулу методу 
дотичних 

                                                     
 i

i
ii xf

xfxx


1 .                                   (8.6) 

Зауваження. Дотичну треба проводити з того кінця інтервалу  b,a , для 
якого справедлива умова: добуток другої похідної на значення функції 
    000  xfxf . Цей кінець інтервалу беремо за нульове наближення кореня 

рівняння   0xf . При цьому функція на інтервалі  b,a  є опуклою або 
вгнутою, тобто знак  xf   на  b,a  не змінюється. 

Розрахунки закінчуються, якщо буде виконуватися одна з умов: 
  ixf  або  ii xx 1 , де   – задана точність обчислень. 

Розв’язання. Знайдемо корінь рівняння 0523  xx  на інтервалі  32;  
за методом дотичних. Оскільки     163  fbf ,   183 f , тобто 

    033  ff , то за початкове наближення беремо 30 x . 

Знайдемо перше наближення кореня за формулою (8.6), якщо 

  23 2  xxf : 

 
 

 
  362

25
163

3
33

0

0
01 ,

f
f

xf
xfxx 





 ; 

 
 

 
  1272

70714
4243362

362
362362

1

1
12 ,

,
,,

,f
,f,

xf
xfxx 





 ; 

 
  0952

57211
36901272

2

2
23 ,

,
,,

xf
xfxx 


 ; 
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  09462

167111
00500952

3

3
34 ,

,
,,

xf
xfxx 


 , 

 00045009520946234 ,,,xx , 

     00050094624 ,,fxf . 

Отже, 09524 ,xx*  . 

Порівнюючи результати застосування методів проб, хорд і дотичних, 
бачимо, що метод дотичних дає змогу найшвидше обчислювати корінь із 
заданим ступенем точності. 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

1. Знайти проміжки ізоляцій коренів і методами проб, хорд та дотичних 
уточнити корені рівнянь з точністю до 10, : 

1) 032 23  xxx                          22,x*  ; 

2) 0263  xx                                   223062 321 ,x;,x;,x ***  ; 

3) 013  xx                                      31,x*  ; 

4) 01243  xx                                   82,x*  ; 

5) 01123  xx                                    91,x*  . 
 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 9. ЗРОСТАННЯ І  
СПАДАННЯ ФУНКЦІЇ. ЕКСТРЕМУМИ ФУНКЦІЇ 

 
Означення зростаючої і спадної функцій, екстремумів функції та план 

дослідження функції на екстремум наведено у лекції 7. 
 
Приклад 1. Дослідити на монотонність функції: 

а) 1293 23  xxy ;                              б) 183 34  xxy ; 

в)  21 xlny  ;                                      г) 53 2  xy . 
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Розв’язання. а) Область визначення функції   ; . Знайдемо 
критичні точки даної функції. Маємо:  

 29189 2  xxxxy , 

  029 xx , 
01 x , 22 x  – критичні точки. 

Нанесемо ці точки на числову вісь і визначимо знак похідної на кожному 
із інтервалів. 
 

 
 
 
 

     02721191 y , 
    0921191 y , 

    02723393 y . 
Отже, функція зростає в інтервалах  0;  та  ;2 . Функція спадає в 

інтервалі  20; . 
 
б) Область визначення функції   ; . Знайдемо похідну функції 

23 2412 xxy  . 

Знаходимо критичні точки: 02412 23  xx ,   0212 2  xx , 01 x , 

22 x . 

Нанесемо ці точки на числову пряму і визначимо знак похідної на 
кожному із отриманих інтервалів. 
 
 
 
 
 
 

      0108233123 2 y , 

      012211121 2 y , 

    036211121 2 y . 

  
+ 
 

   
– 
 

 
0 

 
2 

       

  
+ 
 

  
+ 
 

   
– 
 

 
-2 

 
0 

    
   
– 
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Отже, функція зростає в інтервалі  2 ;  і функція спадає в інтервалі 

  ;2 . 
 

в) Знайдемо область визначення функції  21 xlny  : 

01 2  x , 

      12 x , 
11  x . 

   11;yD   

Знайдемо критичні точки даної функції: 
21

2
x
xy




 . 

0
1

2
2





x
x ; 0x  – критична точка. Похідна не існує 1x , але ці 

точки не входять в область визначення функції і не є критичними.  
Точка 0x  розбиває область визначення функції на два інтервали 

 01;  і  10; . Знайдемо знак похідної на кожному з них: 

0
3
4

2
11

2
12

2
1

2








 







 







 y , 

0
3
4

2
11

2
12

2
1

2 

















y .  

Отже, функція зростає в інтервалі  01; . Функція спадає в інтервалі 
 10; . 

 
г) Область визначення функції   ; . Знайдемо критичні точки даної 

функції 
33
2

x
y  . 

Точка 0x  є критичною, в ній похідна не існує. Розділимо область 
визначення функції на інтервали  0; ,  ;0  і знайдемо знак похідної в 
кожному інтервалі. 

   
– 
 

   
+ 
   

1
 
0  

        
1  
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                                    0
3
2

13
21

3



y ; 

                                                             0
3
2

13
21 y . 

Отже, функція 53 2  xy  спадає в інтервалі  0;  і зростає в 

інтервалі  ;0 . 
 
Приклад 2. Дослідити функції на екстремум: 

а) 132
3
1 23  xxxy ;                       б) 

 2
3

1


x
xy ; 

в) xxy  1 ;                                         г) 17
3
254 23  xxxy . 

Розв’язання. а) Область визначення функції   ; . Знаходимо 

похідну функції 342  xxy . 

Знаходимо критичні точки: 0y , 0342  xx , 11 x , 32 x . 

Розіб’ємо область визначення функції на проміжки  1; ,  31; , 

 ;3  і знайдемо знак похідної в кожному інтервалі. 
 
 
 
 
 

 
При переході від першого інтервалу до другого (через точку 11 x ) 

похідна змінює знак з плюса на мінус, тому при 01 x  функція має максимум 

 
3
12132

3
11  yymax  . Оскільки при переході через точку 32 x  

похідна змінює знак з мінуса на плюс, то при 32 x  функція має мінімум 

  1199227
3
13  yymin . 

 
б) Область визначення функції     ;; 11 . Знаходимо похідну 

функції: 

 
 + 
 

  
+ 
 

   
– 
 

 
    

 
     

3 
 
1 

 
  0  

 
    –    
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 3

2

4

2

4

322

1
3

1
2331

1
1213
















x
xx

x
xxxx

x
xxxxy . 

 
0y , якщо 31 x , 02 x . У точці 13 x  функція і її похідна не 

існують. Розділяємо область визначення функції на інтервали  3 ; , 
 13  ; ,  01; ,  ;0  і знаходимо знак похідної на кожному проміжку: 
 
 
 

 
 
 
При переході через точку 31 x  похідна змінює знак з плюса на мінус, 

тому в цій точці – максимум:    
  8

27
13

33 2

3





 yymax . 

В околі точки 13 x  похідна змінює знак мінус на плюс. Проте зробити 

висновок, що в точці 13 x  функція має мінімум, неможливо, оскільки в цій 

точці функція не визначена. 
При переході через точку 02 x  похідна не змінює знак, тому точка 

02 x  не є точкою екстремуму. 

 
в) Знайдемо область визначення функції: 

01  x , 
      1x . 
   1;yD  . 

Знайдемо критичні точки даної функції: 
 

x
x

x
xx

x
xxy












12

32
12

12
12

1 . 

Похідна даної функції дорівнює нулю при 
3
2

1 x  і не існує при 12 x . 

Але критичною є тільки точка 
3
2

1 x , бо вона лежить усередині області 

 
 
+ 

 
 
 + 

 
 
- 

 
  

 
  

 
 
–     

3  1  0  

 
 + 
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визначення заданої функції. Точка 12 x  не є критичною, так як вона лежить 

на границі області визначення функції. 
 

  01
012
0320 




y ; 

01

4
312

4
332

4
3












y . 

При переході через точку 
3
2

1 x  похідна змінює знак з плюса на мінус, 

тому в цій точці – максимум: 
33

2
3
21

3
2

3
2







 yymax . 

 
г) Область визначення функції   ; . 

3
2583 2  xxy , 

0
3

2583 2  xx . 

03610064
3
253482 D , тому рівняння не має коренів, 

тобто   0 xy . 

 xy  існує на всій області визначення. Отже критичних точок немає і 

функція не має екстремумів. 
 

Приклад 3. Дослідити функцію 
x

xy 1
  на екстремум за допомогою 

другої похідної.  
Розв’язання. Область визначення функції     ;; 00 . Знаходимо 

похідну функції 
2

2

2
111

x
x

x
y 

 . 

 
      

 
     

1 
 
3 

 
 + 
 

  
+ 
 

   
– 
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Знаходимо критичні точки: 0y , 01
2

2




x
x , 012 x , 11 x , 

12 x . 

Похідна не існує при 0x , але функція не визначена в цій точці, тому 
0x  не є критичною. 

Знаходимо 
34

220
xx

xy  ,  
 

02
1
21 3 


y , отже в точці 

11 x  функція має максимум:   2
1

111 


 yymax . 

  021 y , отже в точці 12 x  функція має мінімум: 

  2
1
111  yymin . 

 
Приклад 4. Знайти інтервали монотонності і екстремуми функції: 

xexy  2 . 

Розв’язання. Область визначення функції   ; . 

Знаходимо похідну функції:  xxeexexy xxx   22 2 . 

Розв’язуючи рівняння 0y , знаходимо критичні точки: 

  02  xxe x ,   01 x , 22 x  – критичні точки. 

Нанесемо ці точки на числову вісь і визначимо знак похідної на кожному 
із інтервалів. 

           031211  eey , 

            011211 1  

e
ey , 

             033233
3

3  

e
ey . 

При переході через точку 01 x  похідна змінює знак з мінуса на плюс, 

отже 0x  – min . При переході через точку 22 x  похідна змінює знак з 

плюса на мінус, отже 2x  – max . 
Функція спадає в інтервалах  0;  і  ;2 . Функція зростає в інтервалі 

 20; . 

   
– 
 

 
 + 
 

  
+ 
 

 
     

0 
 
2 
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  00  yymin ;     610422
2

22 ,
e

eyymax   . 

 
 

Завдання для самостійної роботи  
 
1. Дослідити на монотонність функції: 

    а) 12
2
1

3
1 23  xxxy ;                   б) 

x
ey

x
 ; 

    в) 2xxy  ;                                        в)  21 xlny  . 

2. Дослідити функції на екстремум: 

    а) 152 3 23 5  xxy ;            

    б) 234 8
3

20 xxxy  , за правилом другої похідної; 

    в) 
2

2 8
2 x

xy  ; 

     г)  162  xlny . 

3. Дослідити функцію на монотонність і знайти екстремуми: 

  53 2  xxy . 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 10. НАЙБІЛЬШЕ І НАЙМЕНШЕ  
ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ НА ВІДРІЗКУ 

 
План знаходження найбільшого та найменшого значень функції  xf  на 

відрізку  b;a  наведено у лекції 7. 

 
Приклад 1. Знайти найбільше і найменше значення функції на заданому 

проміжку: 

а) 3593 23  xxxy ,  24;x  ; 

б) 
2

2

4
4

x
xy




 ,  31;x  ; 
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в) xcosxcosy 22  , 





26
 ;x ; 

г) xxey 42 ,  32;x  . 

Розв’язання. а) Знайдемо критичні точки: 

 963 2  xxy  

0y ,        0963 2  xx , 

                      0322  xx , 
                      11 x ,   32 x . 

Критична точка 32 x  не належить заданому проміжку. Обчислимо 

значення функції на кінцях заданого проміжку і в критичній точці 11 x . 

        4135494344 23 y ; 

        4035191311 23 y ; 

  1335292322 23 y . 

Порівнюючи ці значення, бачимо, що 
 

    401
24




yxymax
;

, 

 
    414

24



yxymin

;
. 

 
б) Знайдемо критичні точки : 

       
 

   
 
















22

22

22

2222

4

2442

4

4444

x

xxxx

x

xxxxy  

   2222

33

4

16

4

2828

x

x

x

xxxx









 . 

0x  – критична точка. Вона належить заданому проміжку, тому 
обчислимо значення функції в критичній точці і на кінцях заданого проміжку: 

   
  5

3
14
141 2

2





y ; 

  1
04
040 




y ; 

 
13
5

34
343

2

2





y . 



 64 

Порівнюючи отримані значення, бачимо, що 
 

    10
31




yxymax
;

, 

 
   

13
53

31



yxymin

;
. 

 
в) Знайдемо критичні точки: 

 xcosxsinxcosxsinxsinxsinxsiny 21242222  , 

  0122 xcosxsin . 











;xcos

,xsin

2
1
0











.zk,kx

zn,nx





2
3

 

У проміжку 





26
 ;  лежить тільки одна критична точка 

3


x . 

Обчислюючи 







3
y , 








6
y , 








2
y : 

2
3

2
1

2
12

3
2

3
2

3







 






  coscosy ; 

2
13

2
1

2
32

6
2

6
2

6







  coscosy , 

  110
2

2
2







 

 coscosy . 

Порівнюючи отримані значення, бачимо, що  
2
3

3








yxy[ma , 

  1
2

26


















yxymin
;

. 

 

г) Знайдемо критичні точки :  4242
  xey xx . 

  04242
 xe xx , 042  x , 2x  – критична точка. 

Вона належить заданому проміжку, тому обчислимо значення функції в 
критичній точці і на кінцях заданого проміжку.  

      12242 2
2   eey ; 
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  42422
2 eey   ; 

  33432
3 eey   . 

Порівнюючи отримані значення, бачимо, що 
 

    4
32

2 eyxymax
;




, 

 
    12

32
2 


 eyxymin

;
. 

 
Приклад 2. Знайти довжини сторін прямокутника найбільшої площі, 

уписаного в прямокутний трикутник зі сторонами 18, 24, 30 і спільним прямим 
кутом.  

Розв’язання. Нехай ABC  – заданий трикутник. 18AC , 24AB , 

30BC , 90 A  (рис.10.1). 

AKLM  – вписаний прямокутник 
найбільшої площі, що має з даним трикутником 
спільний кут A . Нехай xKLAM  , 

yMLAK  . Тоді xAMACMC  18 , 

yAKABBK  24 . 

З подібності трикутників BKL  і BAC  
дістанемо: 

AC
AB

KL
BK

 , 
3
4

18
2424


x

y ,   xy 4243  , 

xy
3
424  . 

2

3
424

3
424 xxxxyxAKAMSAKLM 






  , 

  2

3
424 xxxS  ,      xxS

3
824  ,     0

3
824  x , 9x , 

 
3
8

 xS ,   0
3
89 S , то 9x  – точка максимуму. 

9 KLAM , 129
3
424

3
424  xyMLAK . 

Таким чином, сторони прямокутника найбільшої площі 9 і 12. 
 

B  

K  L  

A  M  C  

Рис. 10.1 
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Приклад 3. Знайти додатне число, сума якого з оберненим до нього є 
найменшою. 

Розв’язання. Позначимо шукане число через x . Тоді  
x

xxf 1
 , де 

0x . 

  2

2 1
x

xxf 
 ,    01

2

2



x

x ,     012 x ,    11 x ,    12 x . 

 xf   не існує при 03 x . Точки 12 x  і 03 x  не є критичними, тому 

що не належать області визначення досліджуваної функції. Маємо одну 
критичну точку 11 x . 

   
344

22 22212
xx

x
x

xxxxxf 


 ,       021 f . 

Точка 11 x  є точкою мінімуму,     21  min
x

min ff . Очевидно, що 

значення є найменшим, оскільки в області визначення функція є неперервною і 
не має інших точок. 

 
Приклад 4. Необхідно виготовити закритий циліндричний бак об’ємом 

V . Які повинні бути розміри, щоб на його виготовлення пішла найменша 
кількість матеріалу? 

Розв’язання. В задачі необхідно визначити, в якому відношенні повинні 
знаходитися радіус і висота циліндра, щоб при заданому об’ємі V  його повна 
поверхня була найменшою. 

Повна поверхня циліндра: 222 RRhS   ,  0R . 
Необхідно знайти найменше значення цієї функції. Бачимо, що S  

являється функцією двох незалежних змінних, одну із яких необхідно 

виключити. Відомо, що об’єм циліндра hRV 2 . В задачі V  – величина 

відома. Виразимо h   через V : 
2R

Vh


 . З цим значенням h  повна поверхня 

циліндра дорівнює: 

2
2

22 R
R
VRS 


   або 222 R
R
VS  . 

Тепер вже S  – функція однієї незалежної змінної R :    222 R
R
VRS  . 
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Знаходимо  
2

3

2
2442

R
VRR

R
VRS 

  . Із рівняння   0 RS  

маємо, що 024 3  VR  і 3
2
VR  . Так як   044

2  
R
VRS  при будь-

якому R , то значення 3
2
VR   є значенням мінімуму функції, а разом з тим і 

найменшим значенням.  

Запишемо значення h : 3

3
2 2

2

2






V

V
V

R
Vh 









 , тобто Rh 2 . 

Таким чином, на виготовлення циліндра заданого об’єму піде найменша 
кількість матеріалу, якщо взяти висоту циліндра, рівну діаметру. 
 
 

Завдання для самостійної роботи  
 

1. Визначити найбільше і найменше значення функції: 

     а) 10249 23  xxxy  на відрізку  30; ; 

     б) 132 2  xxy  на відрізку  21; ; 

      в) xlnxy 2  на відрізку  e;1 ; 

      г) 
x

y



1

1 , на відрізку 





2
1

2
1 ; . 

2. Необхідно  виготовити  ящик  з  кришкою,  об’єм   якого  повинен  бути 
 72 см2, причому сторони основи відносились би, як 1:2. Які повинні бути 
розміри всіх сторін, щоб повна поверхня була найбільшою?  

3. Потрібно виготовити конічну лійку з твірною 10l  см. Який має бути 
радіус основи воронки, щоб її обсяг був найбільшим? 

4. Знайти таке додатне число, щоб різниця між ним і його кубом була 
найменшою. 
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ЛЕКЦІЯ 8. ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ ДО 
ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЇ. ЧАСТИНА 2 

 
8.1. Опуклість і угнутість кривої 

 
Графік диференційовної функції  xfy   називається опуклим вниз на 

інтервалі  b;a  або угнутим, якщо він розташований вище будь-якої своєї 
дотичної на цьому інтервалі. 

Графік функції  xfy   називається опуклим уверх або опуклим на 

інтервалі  b;a , якщо він розташований нижче будь-якої дотичної на цьому 
інтервалі.  

 
 

Рис. 8.1 
 

Точка, при переході через яку характер опуклості змінюється, 
називається точкою перегину. 

На рис.8.1 крива  xfy   є опуклою на інтервалі  b;a  і угнутою на 

інтервалі  c;b . Точка з абсцисою bx   є точкою перегину. 
 
 

8.1.1. Умова опуклості або угнутості кривої 
 

Теорема 8.1. Якщо функція  xfy   у всіх точках інтервалу  b;a  має 

від’ємну другу похідну, тобто   0 xf , то графік функції на  b;a  буде 

опуклим, якщо у всіх точках інтервалу  b;a    0 xf , то графік функції буде 

угнутим. 

  y  

  x  
  a    b    c  

   
          

   xfy   
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Доведення. Нехай   0 xf   b;ax . Доведемо, що для будь-якої 

точки  00 y,xM  кривої  xf , де  b,ax 0  дотична, що проходить через точку 

M  знаходиться вище кривої  xfy  . 

Рівняння дотичної, що проходить через точку  00 y;xM  має вигляд: 

  000 xxxfyyд  , або     000 xxxfxfyд  , де дy  – 

ордината будь-якої точки, що належить дотичній.  
Нехай y  – ордината будь-якої точки кривої  xfy  . Тоді 

      000 xxxfxfxfyy д  . За теоремою Лагранжа     0xfxf  

  0xxcf  , де  x;xc 0 . 

Отже, маємо      000 xxxfxxcfyy д  , або  дyy  

     00 xxxfcf  . 

Знову застосуємо теорему Лагранжа      10 cfxfcf  . 

Таким чином, дістанемо    001 xxxccfyy д  . 

Розглянемо: 
1) Якщо 0xx  , то 00  xx , 00  xc ,   01  cf , отже, 0 дyy , 

тобто дyy  . 

2) Якщо 0xx  , то 00  xx , 00  xc ,   01  cf , отже, 0 дyy , 

тобто дyy  . 

 
Отримали: у всіх точках інтервалу  b;a  графік функції  xfy   

розташований вище її дотичної, отже крива  xfy   – опукла на  b,a . 

Аналогічно доводиться теорема, коли   0 xf , а крива буде угнутою на 

 b;a . 
 
Теорема 8.2. (Достатня умова існування точок перегину). Якщо друга 

похідна  xf   при переході через точку 0x , у якій вона або дорівнює нулю, або 

не існує, змінює знак, то точка з абсцисою 0x  є точкою перегину. 

 
Доведення. Нехай   0 xf  при 0xx  , а   0 xf  при 0xx  . Тоді при 

0xx   графік функції є опуклим, а при 0xx   – угнутим. Це означає, що точка 

з абсцисою 0xx   – точка перегину. 
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Зауваження. Точка з абсцисою 0x , в якій друга похідна функції  0xf   

або дорівнює нулю або не існує, називається критичною точкою другого роду. 
 
 

8.1.2. План дослідження функції на опуклість та угнутість, 
наявність точок перегину 

 
1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти спочатку першу похідну функції  xy , а потім другу похідну 

 xy  . 

3. Знайти критичні точки другого роду, тобто розв’язати рівняння 0y  і 

крім того, знати точки в яких  xy   не існує, якщо такі є.  

4. Розбити область визначення на інтервалі з межами, якими є критичні 
точки другого роду; визначити знак похідної другого роду у кожному 
отриманому інтервалі. Якщо   0 xy  на  1ii x,x , то крива  xy  – опукла, 

якщо   0 xy  на  1ii x,x , то крива  xy  – угнута. Якщо при переході через 

критичну точку знак  xy   змінюється, то це точка перегину. 

5. Знайти ординати точок перегину (якщо такі точки є). 
 
Приклад 8.1. Дослідити функцію на опуклість, угнутість та знайти точки 

перегину: xxxy 310 25  . 

Розв’язання. 1. Область визначення функції   ;x . 

2. 3205 4  xxy , 

2020 3  xy . 

3.    010120020200 333 xxxy  

113  xx  – критична точка другого роду. 

4. 
  

 
 

5.   61311011 25  yy .п.т . 

x  1;  1  ;1  

y   – 0  + 
y    .п.т    
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Отже, на інтервалі  1;  функція є опуклою, на інтервалі  ;1  – 

угнутою, і точка  710 ;M  є точкою перегину. 

 
 

8.2. Асимптоти графіка функції 
 

Означення. Асимптотою графіка функції  xfy   називається така 

пряма лінія, відстань до якої від точки, що лежить на кривій  xfy  , прямує 

до нуля при необмеженому віддалені від початку координат цієї точки на 
кривій. 

Асимптоти можуть бути трьох видів: вертикальні, похилі та 
горизонтальні.  

 
Означення. Пряма ax   є вертикальною асимптотою графіка функції 
 xfy  , якщо   


xflim

ax
. 

 
Якщо пряма bkxy   – похила асимптота графіка функції  xfy  , то 

k  і b  знаходяться за формулами:  
 
x
xflimk

x 
 ;          kxxflimb

x



. 

Якщо хоча б одна з останніх границь або не існує, або дорівнює 
нескінченності, то графік функції  xfy   не має похилої асимптоти. 

Якщо 0k , то пряма by   буде горизонтальною асимптотою для кривої 

 xfy  . 

Якщо 0 bk , то горизонтальною асимптотою кривої  xfy   буде 

вісь абсцис. 
 
Зауваження. Іноді границі при знаходженні k  та b  при x  та 
x  можуть виявитися різними. Отже, доцільно знаходити окремо границі 

при x  та x . 
 

Приклад 8.2. Знайти асимптоти графіка функції 
2

832





x

xxy . 
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Розв’язання. Область визначення функції     ;;x 22 . 





 2

832

02 x
xxlim

x
; 




 2
832

02 x
xxlim

x
. 

Отже, пряма 2x  – вертикальна асимптота даної функції. 

Похила асимптота: bkxy  , де  
  





 2

832

xx
xxlim

x
xflimk

xx
 

121

831

2

83

2
83 2

22

2

222

2

2

2


























x

xxlim

x
x

x
x

xx
x

x
x

lim
xx

xxlim
xxx

. 

    





















 2

283
2

83 22

x
xxxxlimx

x
xxlimkxxflimb

xxx
 

121

18

2

8

2
8

2
283 22






























x

xlim

xx
x

x
x

xlim
x

xlim
x

xxxxlim
xxxx

. 

Отже, пряма 1 xy  є похилою асимптотою даної функції. 

 

Приклад 8.3. Знайти асимптоти функції xexy 5 . 

Розв’язання. Область визначення функції   ;x , отже 
вертикальної асимптоти немає.  

Похила асимптота:  




x
x

x

xx
elim

x
exlim

x
xflimk 5

5

1 , отже при 

x  похилої асимптоти немає. 

  05
5

2 


x
x

x

xx
elim

x
exlim

x
xflimk . 

     







  xx
x

xx e
xlimexlimkxxflimb 5

5
2 0  

0
5

1
5 












  xx e
lim

Лопіталя
правиломза

. 

Отримали: 0y  – горизонтальна асимптота при x . 
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8.3. Загальна схема дослідження функції 
та побудова графіка 

 
Для того, щоб побудувати графік функції  xfy  , треба дотримуватись 

певної схеми дослідження функції. Деякі пункти схеми можуть мінятися 
місцями. Ось, наприклад, одна з таких схем: 

1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти (якщо можливо) точки перетину графіка функції з осями 

координат. 
3. Дослідити функцію на парність та непарність. 
4. Дослідити функцію на періодичність. 
5. Знайти інтервали монотонності функції, екстремуми функції (якщо 

вони є). 
6. Знайти інтервали опуклості, угнутості функції, точки перегину. 
7. Знайти асимптоти функції. 
8. Користуючись отриманими результатами, побудувати графік функції. 
Якщо функція дуже складна для побудови, можна визначити декілька 

додаткових точок її графіка, з’ясувати інші її особливості; якщо функція надто 
проста, деякі пункти схеми можна опустити. 

 
Приклад 8.4. Провести повне дослідження і побудувати графік функції: 

 21
12






x
xy . 

Розв’язання. 1. Область визначення функції: функція існує, якщо 

  10101 2  xxx . Отже,     ;;x 11 . 

2. Точки перетину графіка функції з осями координат: 

а) якщо 
 

1
10

1020 2 



 yx ; 

б) якщо 
 

0120
1

120 2 



 x

x
xy , 

2
112  xx . 

Отже, маємо дві точки:  101 ;M , 





 0

2
1

2 ;M . 

3. Дослідимо функцію на парність, непарність: 
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 xy
xy

x
x

x
x

x
xxy

















 222 1

12
1

12
1

12 , тобто ця функція є 

функцією загального вигляду. 
4. Функція неперіодична. 
5. Знайдемо інтервали монотонності функції та екстремуми: 

 
        

 






















 4

22

2 1
112112

1
12

x
xxxx

x
xy  

     
 

      
 

 
 















 344

2

1
1212

1
12112

1
121212

x
xx

x
xxx

x
xxx  

 31



x

x . 

Знайдемо критичні точки: 
 

00
1

60 3 


 x
x

xy . 

 y  не існує , якщо 01 x , 1x . 

 
Отже, функція спадає для:  

    ;;x 10 ; 
 

функція зростає для:  10;x . 

У точці 0x  функція має мінімум, 1miny . 

У точці 1x  екстремуму немає, оскільки функція невизначена в цій 
точці. 

6. Дослідимо функцію на інтервали опуклості, угнутості, точки перегину. 
Для цього знайдемо другу похідну функції: 

 
   

 
   

 


























 6

2

6

23

3 1
311

1
131

1 x
xxx

x
xxx

x
xy  

 
 41

12





x
x . 

Знайдемо критичні точки другого роду:  
 
  2

1120120
1

120 4 



 xxx

x
xy . 

   
– 
 

 
  0  

 
1  

   
– 
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y   не існує, якщо    101 4  xx . 

 
Отже, графік функції є опуклим для: 

    ;;x 112
1 ; 

Графік функції є угнутим для:  

                                                                  12
1 ;x  . 

7. Знайдемо асимптоти функції. Оскільки функція не існує при 1x , 
дістанемо: 

 
 







 20101 1
12

x
xlimxflim

xx
 ;    

 
 







 20101 1
12

x
xlimxflim

xx
. 

Отже, пряма 1x  є вертикальною 
асимптотою.  

Похила асимптота bkxy  , де  

 
 

0
1
12

2 





 xx
xlim

x
xflimk

xx
,  

  
 







 21
12

x
xlimkxxflimb

xx














 Лопіталя

правиломЗа
xx

xlim
x 12

12
2

0
22

2





 x
lim
x

. Отже, 0y  – горизонтальна асимптота. Графік функції 

наведено на рис. 8.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
– 
 

 

2
1  

    
 

   
– 
 

  
        

1  

2
1  

2
1  
        1 

1     

 

 y  

Рис. 8.2 
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 11. ІНТЕРВАЛИ  
ОПУКЛОСТІ Й УГНУТОСТІ ФУНКЦІЇ.  

ТОЧКИ ПЕРЕГИНУ. АСИМПТОТИ КРИВОЇ  
 

11.1 Дослідження функції на опуклість і угнутість 
 

Означення, необхідна і достатня умова опуклості і угнутості функції, а 
також план дослідження функції за її властивостями наведено у лекції 7. 
Розглянемо приклади стосовно цієї теми. 

 
Приклад 1. Дослідити функції на опуклість, угнутість, знайти точки 

перегину, якщо вони є: 

а) 
2

4

12 x
xy


 . 

Розв’язання. Область визначення функції –   ;x . Знайдемо 
спочатку першу, а потім другу похідну функції: 

     
 

 
 















22

423

22

2424

12

2124

12

1212

x

xxxx

x

xxxxy  

   22

35

22

553

12

482

12

2448

x

xx

x

xxx









 ; 

       
 










 




 42

22352235

12

1248212482

x

xxxxxx
y  

      
 





 42

2352224

12

21224821214410

x

xxxxxxx  

    
 







32

35224

12

44821214410

x

xxxxxx  

   












32

246

32

464624

12

1728722

12

1928144101728120

x

xxx

x

xxxxxx   
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 32

242

12

864362
x

xxx




 . 

Знайдемо точки, в яких 0y :  

 
  















086484

0
0

12

864362
24

2

32

242

xx

x

x

xxx . 

З першого рівняння маємо: 0x . У другому рівнянні введемо нову 

змінну: tx 2 . Тоді 0864362  tt , 21608644362 D .  

Оскільки 0D , то тричлен  24 36xx  0864  ,   ;x . 
Отже, дістали одну критичну точку другого 
роду 0x . 
          Таким чином, задана функція опукла на 
всій числовій прямій. 

 

б) 3 3 xy . 

Розв’язання. Область визначення функції   ;x . Знайдемо першу 
і другу похідні функції: 

      3
2

3
1

3
3
1333

















 xxxy ; 

   
 3 539

23
9
23

3
1 3

5
3

2


















x
xxy . 

Прирівняємо y   до нуля: 
 

0
39

2
3 5





x

. Це рівняння не має розв’язку, 

тобто 0y   в жодній точці. Але y   не існує, коли 03 x , тобто 3x . Це 

означає, що 3x  – критична точка другого роду. 
Отримали: точка з абсцисою 3x  – точка перегину 

  0333 3 y . 

Отже, маємо: функція угнута для 
 3 ;x ; опукла для   ;x 3 . Точка 
 030 ;M   – точка перегину.  

 

– –   

    

0  

    

+ –   
3  

 т.п. 
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в) 12  xlnxy . 

Розв’язання. Область визначення функції   ;x 0 . Перша і друга 
похідні функції відповідно дорівнюють: 

      





 xln
x

xlnxxlnxlnxxlnxxlnxy 22222 121  

xln2 ; 
 

x
xln

xx
xlny 12212 

 . 

Друга похідна дорівнює нулю, якщо 
e

xxln 101  . Отже, маємо 

для другої похідної функції.  

Дістали, що для  e;x 10  0y , 

тобто функція угнута, для   ;ex 1  

0y , тобто функція опукла. Точка 

перегину має абсцису 3
1x , а ординату 111111 2 








ee
ln

ee
yy .п.т . 

 

г) 443   xexy . 

Розв’язання. Область визначення функції   ;x . 
Перша похідна функції: 

      








  xxxxx exexexexexy 4342434343 434  

 324 43 xxe x   . 
Друга похідна функції: 

         








  324324324 434343 xxexxexxey xxx  

       232424324 1261612126434 xxxxexxexxe xxx  

    xx exxxxxxe 42234 3128262416   . 

00  xy ;     03128 2  xx ;   48384144 D ; 

 
8

33
16

334
16

3412
16

31612
16

4812
21














,x . 

 

    
     

0  

– 

 

e
1  
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Маємо:  
 
 

 

Отже, функція опукла для   






 


4
33

4
330 ;;x , функція 

угнута для 


















 
 ;;x

4
33

4
330 . Точки перегину: 

при 0x :  4y , 

при 
4

33 
x :  4

4
33 33

3








 
 ey , 

при 
4

33 
x :  4

4
33 33

3








 
 ey . 

 

д) xarctgey  . 

Розв’язання. Область визначення функції   ;x . 

Похідна першого порядку має вигляд: 
21

1
x

ey xarctg


 . 

Похідна другого порядку: 

     
 
























22

2

2
1

11
1 x

xexe
x

ey
xarctgarctgxxarctg

 

 
   

 
 222222

2
2

1

21

1

2

1

21
1

1

x

xe

x

xee

x

xex
x

e xarctgxarctgxarctg
xarctgxarctg

















 . 

Якщо 0y , то   021  x ; 
2
1

x  – 

критична точка другого роду.  

  2
1

2
1

arctg
ey  . 

    

+ –   

2
1  

т.п. 

  

4
33   

      
    
 

4
33   

  – 
 

 
      0  

 
            

 
  – 
 

 т.п. т.п. т.п.  
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Отже, маємо: функція угнута для  2
1;x  ; функція опукла для 

  ;x 2
1 ; точка перегину – 







 2
1

2
1

arctg
e;M . 

 

є)   3 221  xxy . 

Розв’язання. Область визначення функції:   ;x . 
Для диференціювання функції зручно перетворити її на вигляд: 

    3
2

3
1

21  xxy . 

Тоді,         
























3
2

3
1

3
2

3
1

2121 xxxxy  

         
 














3

3

3 2

3 2

2
1

3
2

13

2
2

3
2121

3
1 3

1
3

1
3

2
3

2

x
x

x

x
xxxx  

   
            3

1
3

2

213

34

213

222

213

122
3 23 2
















xx

x

xx

xx

xx

xx ; 

           

   

















3

2
3

4

3
1

3
2

3
1

3
2

21

21342134

3
1

xx

xxxxxx
y  

          

    3
2

3
4

3
1

3
1

3
1

3
2

21

21
3
234213

3
1













xx

xxxxx
 

   

       3 54 129

2

21

2
3
11

3
2

3
4

3
2

3
2

xxxx

xx














. 

Розв’язок рівняння 0y   не має, але коли y   не існує, то 2x ; 1x  – 

критичні точки другого роду. 

     021111 3 2  yy .п.т , 

     022122 3 2  yy .п.т . 
     

  

   
– 
 

  
 

  
 

  
 

 1  
    
 

 
2  

т.п. т.п. 
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Отже, функція угнута для     ;;x 21 ; опукла для  21;x  і має 

дві точки перегину, а саме  011 ;M ;  022 ;M . 

 

ж) 
x

x
y

1
 . 

Розв’язання. Область визначення функції     ;;x 00 . 
Для диференціювання перетворимо функцію наступним чином:  















.xякщо,
x

,-xякщо,
xy

111

111
 

Звідси 





























.x,
x

,x,
xy

xякщо,
x

,xякщо,
xy

12

12

11

11

32

2
 

Отже, похідна другого порядку на інтервалах     ;; 01  додатна, 
а на інтервалі  01;  – від’ємна. За додатними умовами опуклості, угнутості 

функції й точки перегину, дана функція опукла на інтервалах     ;; 01  
і угнута на інтервалі  01; . А точка з абсцисою 1x  – точка перегину. 

  01 y . Тобто,  01;M   – точка перегину. 

Перегину у точці з абсцисою 0x  не буде, тому що функція невизначена 
у цій точці. 

 
 

11.2. Асимптоти функції 
 

Асимптоти графіка бувають вертикальні, похилі та горизонтальні. Їх 
означення та формули для знаходження розглянуто у лекції 8. 

 
Приклад 2. Знайти асимптоти функцій: 

а) 
x

xy 14  . 

Розв’язання. Область визначення функції     ;;x 00 . 
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 x
xlimxflim

xx

14
0000

, 

  





 

 x
xlimxflim

xx

14
0000

. 

Отже, 0x  – вертикальна асимптота графіка функції. 
Знайдемо похилі асимптоти, якщо вони є. 

bkxy  , де 
 

41414
22




















 x
lim

xx
xlim

x
xf

limk
xxx

; 

                           01414 





 

 x
limx

x
xlimkxxflimb

xxx
. 

Отже, xy 4  – похила асимптота. 

 

б) 3 23 2xxy  . 

Розв’язання. Область визначення функції   ;x , тому 
вертикальних асимптот немає. 

Знайдемо похилі асимптоти за формулою bkxy  , де 

 
12122 33

3

233 23








 x
lim

x
xxlim

x
xxlim

x
xf

limk
xxxx

; 

     
























 



дужкаху
виразуспряжене

наподілимо
ідомножимо

xxxlimkxxflimb
xx

3 23 2

   

 















 23 233 223

23 233 2233 23

22

222

xxxxxx

xxxxxxxxx
lim
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 23 233 223
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22

2

xxxxxx

xxxlim
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 2
3 2233 223

2

22

2
xназнаменник

ічисельникрозділимо

xxxxxx

xlim
x

 

  3
2

12121

2

122

2

33
2

3
3

23
3

6

223








 















xx

lim

x
xx

x
xx

lim
xx

. 

Таким чином похила асимптота графіка функції 
3
2

 xy . 

 
в) xarctgxy 23  . 

Розв’язання. Аналогічно попередньому прикладу   ;x  і 
вертикальних асимптот немає. Рівняння похилих асимптот bkxy  , де 

 
3

2
3

23







 




 x
xarctg

lim
x

xarctgx
lim

x
xf

limk
xxx

; 

  03231 


xxarcctgxlimb
x

; 

  


xxarcctgxlimb
x

3232 . 

Тобто отримали дві похилі асимптоти: 
при x   xy 3 ; 

при x    xy 3 . 

 

г) 3
2
1





x
xy . 

Розв’язання. Функція невизначена при 2x .  

Оскільки 




3

02 2
1

x
xlim

x
; 





3

02 2
1

x
xlim

x
, то 2x  – верти-

кальна асимптота. 
Похилі асимптоти bkxy  : 

0
2

12
1

3

33










 xx

xlim
x

x
x

limk
xx

, 

1
2
13 





 x

xlimb
x

, отже 1y  – горизонтальна асимптота.  
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д) 
 

x
x

xlny 31
2

2



 . 

Розв’язання. Функція невизначена при 0x , але 
 
















x
x

xlnlim
x

31
2

2

0
 

    









 20

2

002

2

0 1
1

2
1

21

31
x

lim
x
x
x

limЛопіталяправиломзаxlim
x

xlnlim
xxxx

 

1 , тому вертикальної асимптоти немає. 

Оскільки 
   

























31

3

2

x
xlnlim

x
xf

limk
xx










Лопіталя
правиломза

 

  33
1

231
21

223

2





































 xx

lim
x

x
x

lim
xx

; 

      


























 2

2

2

2 1331
x

xlnlimxx
x

xlnlimkxxflimb
xxx

 

  0
1

2
2

1
2

2

2





 x
lim

x
x
x

limЛопіталяправиломза
xx

, то xy 3  – похила 

асимптота. 
 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

Знайти інтервали опуклості та угнутості функції, а також точки перегину, 
якщо вони є: 

1. 
1


x

xy ;                                       5. xlnxy  22 ; 

2. 
2xey  ;                                        6. xarctgey  ; 

3. 
x

xy 14 2  ;                                  7.  21 xlny  ; 

4. 33 1 xxy ;                           8. 2
x

exy


 . 
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Знайти асимптоти функції: 

1. 2
13

x
xy 

 ;                                     3. 2
1
x

xy  ; 

2. 
1

54 2





x
xy ;                                  4. xexy  . 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 12. ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЇ 
ТА ПОБУДОВА ЇЇ ГРАФІКА 

 
Застосуємо наступну (лекція 8) загальну схему дослідження функції: 
1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти (якщо можливо) точки перетину графіка функції з осями 

координат. 
3. Дослідити функцію на парність та непарність. 
4. Дослідити функцію на періодичність. 
5. Знайти інтервали монотонності функції, екстремуми функції (якщо 

вони є). 
6. Знайти інтервали опуклості, угнутості функції, точки перегину. 
7. Знайти асимптоти функції. 
8. Користуючись отриманими результатами, побудувати графік функції. 
Якщо функція дуже складна для побудови, можна визначити декілька 

додаткових точок її графіка, з’ясувати другі її особливості; якщо функція надто 
проста, деякі пункти схеми можна опустити. 

 

Приклад 1. Дослідити функцію та побудувати її графік: 3 31 xy  . 
Розв’язання. 1. Функція визначена на всій числовій осі, тобто 

  ;x . 
2. Точки перетину графіка функції з осями координат: 

10110 3 33 3  xyx ; 

101010 33 3  xxxy . 
Отже, графік функції перетинає вісь x0  у точці  011 ;M , а вісь y0  у 

точці  102 ;M . 
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3. Дослідимо функцію на парність, непарність: 

     
 xy
xy

xxxy



 3 33 3 11  – функція загального вигляду. 

4. Функція неперіодична. 
5. Знайдемо інтервали монотонності функції і екстремуму, якщо вони є: 

     
 3 23

2
23

233
13

1
31

3
11

x

xxxxy













 


; 

  00
1

0
3 3

2





 x

x

xy . 

Перша похідна функції не існує, коли   013 23  x , тобто, 1x . 

 
 
            01  yymin . 

 
Бачимо, що функція спадає для  1;x   і зростає для   ;x 1 . У 

точці  012 ;M  функція досягає мінімуму.  

6. Знайдемо інтервали опуклості і угнутості графіка функції, точки 
перегину, якщо вони є. 
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4

3

3 2323 232

3 23
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1

11

1 x

xxxx

x
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3
4

3
4

3
1

3

3

4
3 23

3

2323 23

1

1

212

1

31
3
212

x

x

xxx

x

xxxxx
  

 
      3

5
3

5
3

5
33

44

3

43

1

2

1

222

1

212

x

x

x

xxx

x

xxx













 . 

Якщо 0y , то 0x . Видно, що y   не існує при 1x . Таким чином, 
маємо дві критичні точки другого роду. Дослідимо знаки другої похідної на 
відповідних інтервалах: 

0  
    
 

 
1  

   
– 
 

   
– 
 

min 
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  1010 3 3  yy .п.т ; 

  0111 3 3  yy .п.т . 

 
 

Отже, функція угнута на інтервалах   0;x  ;1 ; опукла – для 
 10;x  і має дві точки перегину  10;  і  01; . 

7. Оскільки область визначення функції   ;x , то вертикальних 
асимптот немає. 

Похилі асимптоти:   bkxy  , де  

 





 x
xlim

x
xflimk

xx

3 31  111
3

3 
 x

lim
x

; 

       




 


xxlimxkxflimb

xx

3 31  

   

   


















 


 23 33 23

23 33 233 3

11

111

xxxx

xxxxxx
lim
x

     
0

11

1

11

1
23 33 2323 33 23

33










 xxxx
lim

xxxx

xxlim
xx

. 

 
 

Тобто xy   – похила асимптота. 
Графік функції наведено на рис. 12.1. 

 
 
 

 
 

 

Приклад 2. 
2

2

1
1

x
xarccosy




 . 

Розв’язання. 1. Область визначення функції 1
1
111

1
1

2

2

2

2











x
x

x
x   

     
  

   
– 
 

  
 

  
 

  
 

0  
    
 

 
1  

т.п. т.п. 

y  

1 

1 
0  

xy   

x  

Рис. 12.1 
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 ;xx

x
xx

x
xx

02
02

0
1

11

0
1

11
2

2

22

2

22

. 

Область значення функції  ;x 0 . 
2. Точки перегину з осями координат: 

01
01
010

2

2





 arccosarccosyx . 

Графік функції проходить через початок координат. 
3. Дослідимо функцію на парність, непарність: 

   
 

 xy
x
xarccos

x
xarccosxy 









 2

2

2

2

1
1

1
1  – функція парна, і її 

графік є симетричним відносно осі y0 . 

4. Функція неперіодична. 
5. Знайдемо інтервали монотонності функції і її екстремуми, якщо вони є. 

      
 


























22

2222

2

2

2 1

1111

1
11

1

x

xxxx

x
x

y   

   
 

   
 

 
 















 224242

2

22

2222

22

22

12121

14

1

11

1

1212

xxxxx

xx

x

xx

x

xxxx

 

  xsign
xxx

x
2





1

2
12
4

2 . 

 
 

Похідна не існує при 0x . 
 
 0  

+ –     
min  
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Отже, функція спадає для  0;x  , зростає для   ;x 0  і має 

мінімум у точці  00;O , оскільки   0
01
010 2

2





 arccosy .  

6. Дослідимо функцію на опуклість, угнутість та точки перегину. Для 
цього знайдемо похідну другого порядку: 

   22222
1

4

1

4
1
2

x

x
xsign

x

x
x

xsigny
















 . 

00  xy . Визначимо, які знаки має y   для 0x  і 0x : 

 
 

 
 
 

Дістали, що 0y  для     ;;x 00 , тобто функція опукла на 

всій числовій осі. 
7. Знайдемо асимптоти функції, якщо вони є. 
Оскільки, область визначення функції   ;x , то вертикальних 

асимптот немає. 

Похилі асимптоти: bkxy  , де  





 x

x
xarccos

lim
x
xflimk

xx

2

2

1
1

 

.
нулюдорівнює,відомояк,що,обмежену

нафункціїмалоїоїнескінченндобутокмаємо
x
xarccos

x
lim
x

0
1
11

2

2

















 

     .arccos

x

xarccoslim
x
xarccoslimxkxflimb

xxx













1
11

11

1
1

2

2

2

2

Отже, отримали горизонтальну асимптоту 
y . Графік функції наведено на рис. 12.2. 

 
 

 
 

0  

–     – 

    

y    

Рис. 12.2 

0  
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Приклад 3. 
xsin

xsin
y







 

 4


. 

Розв’язання. 1. Область визначення функції: 0xsin , nx  , zn . 

2. Знайдемо точки перегину з осями координат: при 0x  функція не 

існує; при 0y  маємо  nxnxxsin 





 

44
0

4
, zn . 

3. Дослідимо функцію на парність, непарність: 

   
   

 xy
xy

xsin

xsin

xsin

xsin

xsin

xsin
xy
















 










 

 444 


, тобто ця 

функція загального вигляду. 
4. Дослідимо функцію на періодичність: 

 
  

 
 

 xy
xsin

xsin

xsin

xsin
xy 







 4

2
42

2





  – функція періодична 

з періодом 2 . Це означає, що її можна розглянути на проміжку   ; . 

5. Знайдемо похідну y  цієї функції та дослідимо функцію на екстремум і 

інтервали монотонності: 

        






















 


xsin

xsinxsinxsinxsin

xsin

xsin
y 2

444


  

     
xsinxsin

sin

xsin

xxsin

xsin

xcosxsinxsinxcos
2222 2

14444 








. 

Видно, що 0y  на будь-якому інтервалі    1n;n , zn , тоді за 

достатньою умовою монотонності вона зростаюча на цих інтервалах. 
Екстремумів функція не має.  

6. Дослідимо функцію на опуклість і угнутість та точки перегину, якщо 
такі є. Для цього обчислимо другу похідну функції: 

     
xsin
xcosxcosxsinxsinxy 3

32 2
2

2
2

1









  . 
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 nxxcosy 
2

00 ; y   не існує коли 0xsin , тобто 

nx  . Дослідимо знаки y   на отриманих інтервалах: 

 
 

 
 

Отже маємо: для x  





   n;n

2
 функція опукла, для 

  





   1

2
n;nx  – функція угнута, а точки  nx 

2
;  

 

 

  2
2

1

1
2
2

1
4

2

42 













 








 







 

 n

n

n

nsin

nsin

nsin
y







  –  точки перегину, 

у точках nx  , хоча y   і змінює знак, перегину не буде, тому що функція у 

цих точках невизначена. 
7. Асимптоти графіка функції. 
Вертикальні: дослідимо поведінку функції на проміжку   ; , 

оскільки функція періодична з періодом 2 , і знайдемо її границі при 0x ; 
x : 

 




 xsin

xsin
lim

x
4

00


;         

 




 xsin

xsin
lim

x
4

00


; 

 




 xsin

xsin
lim

x
4

0




;         

 




 xsin

xsin
lim

x
4

0




. 

Отже, прямі nx  , zn   –  вертикальні асимптоти. 

Горизонтальних і похилих асимптот немає, оскільки тригонометричні 
функції не мають границь при x . Графік функції наведено на рис. 12.3. 

 0  
    

– 
            

.п.т  .п.т
 – – + + 

 2
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Приклад 4. 
x

ey
x






1
. 

Розв’язання. 1. Область визначення функції:     ;;x 11 . 
2. Точки перетину з осями координат: 

1
01

0
0





eyx ; 

0
1

0 





x
ey

x
  –  розв’язків немає. 

Отже, отримали точку  101 ;M . 

3. Дослідимо функцію на парність, непарність: 

   
 xy

xy
x

exy
x







1
  –  функція загального вигляду. 

4. Функція неперіодична. 
5. Знайдемо інтервали монотонності функції та екстремуми: 
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1
11

1 x
exe
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xexxe

x
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   22 11

11
x

ex
x

xe xx










; 

00  xy ; 

y  не існує 1 x , отже отримали 2 критичні точки. 

Дослідимо знаки першої похідної функції на відповідних інтервалах: 
 

                            2  
2

3    
2

  
0  

4
  

2
    

2
3  2  

y  

x  

Рис. 12.3 
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  1
01

0
0





eyymin . 

Отже, функція спадає для  0;x  ; зростає для     ;;x 110  і має 

мінімум у точці  101 ;M . 

6. Знайдемо інтервали угнутості та опуклості функції і точки перегину, 
якщо вони є. 
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. 

Критична точка другого роду – 1x , в якій y   не існує. Дослідимо 

знаки y  : 

 
 
 
 

Отримали функцію, яка угнута для  1;x   та опукла для   ;x 1 ; 
точка з абсцисою 1x  не є точкою перегину, оскільки в цій точці функція 
невизначена. 

7. Знайдемо асимптоти функції. 

Вертикальні: 




 x
elim

x

x 101
;   





 x
elim

x

x 101
. 

Отже, 1x   –  вертикальна асимптота. 

Похилі: bkxy  , де  
   

0
1

1
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x

xx exx
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x
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Отже, 0y   –  горизонтальна 

асимптота. 

  













 xx
elimk

x

x 12

  






 x
elimЛопіталяправиломЗа

x

x 21

 







 ЛопіталяправиломЗа







 2

x

x

elim . Отже, інших асимптот 

немає. Графік функції наведено на рис. 12.4. 
 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

Дослідити функції методами диференційного числення та побудувати їх 
графіки: 

1.  12  xlny ;                                        4. xarctgxy 
2

; 

2.  1 xlnxy ;                                   5. 2
2 1

x
xy  ; 

3. xlnxy 22  ;                                      6.    3 23 11  xxy . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 
1 

0  
x  

  y  

Рис. 12.4 
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Додаток 1 
Таблиця похідних 

№ З/П ФУНКЦІЯ  ПОХІДНА 
1 Cy   0y  

2 xy   1y  

3 Cuy   uCy   

4 vuy   vuy   

5 uvy   uvvuy   

6 
v
uy   2v

uvvuy


  

7 nuy   unuy n  1  

7А) 
u

y 1
  2u

uy


  

7Б) uy   
u

uy
2


  

8 usiny   uucosy   

9 ucosy   uusiny   

10 utgy   

ucos
uy

2


  

11 uctgy   

usin
u

y
2


  

12 uarcsiny   
21 u

u
y




  

13 uarccosy   
21 u

uy



  

14 uarctgy   
21 u

uy



  

15 uarcctgy   
21 u

uy



  

16 ulogy a  
alnu

uy
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16А) ulny   
u
uy


  

17 uay   ualnay u   

17А) uey   uey u   
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Додаток 2 
ГРАФІКИ ОСНОВНИХ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦІЙ 

 
Алгебраїчні функції 

      

 
             xy                          3xy  , 12  nxy                  2xy  , nxy 2  

 
 

 

                                   
x

y 1
 , 

12
1



nx

y                 
2

1
x

y  , 
nx

y
2
1

  

 
 
 

 
xy  , n xy 2       3 xy  , 12  n xy          23 xy  , mn xy 212   

                                                                           mn 212   
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Трансцендентні функції 
 

 
              xsiny                                                  xcosy   

 
 
 

 
 
      tgxy                                           ctgxy   
 
 
 

 
                                  xarcsiny                             xarccosy   
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 arctgxy                                 arcctgxy   
 
 
 
 

 
  
            xay  , 1a    xay  , 10  a   1 a,xlogy a   10  a,xlogy a  
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Додаток 3 
ЗРАЗКИ БІЛЕТІВ МОДУЛІВ 

 
ЗАЛІКОВИЙ МОДУЛЬ № 3 

Тема: «Похідні та диференціали вищих порядків. Наближені методи  
розв’язання рівнянь» 

 
 БІЛЕТ  №  1 

 

1.
4

37lg3 5 соsxхy  . Знайти y  .                                             (1 бал)                                                          

 

2. 
4

37lg3 5 соsxхy   . Знайти y  .                                              (1 бал)   

 
3.  xxy 4ln 2   . Знайти y  .                                                                 (1 бал)   
 
4.  xxy 4ln 2  . Знайти y  .                                                          (1 бал)   
 

5. Визначити dy   для функції 7
3 47

43 81225 
xx

xxy  .           (1 бал)  

 

6. Знайти yd 2   для функції 7
3 47

43 81225 
xx

xxy  .               (1 бал) 

 
 
7. Записати рівняння дотичної до графіка функції  123 2  xxy  у точці з 
абсцисою 00 x  .          (1 бал)  
 
 
8. Обчислити за допомогою логарифмічного диференціювання похідну функції 

 
33

4

125
1





 x
xy x  .                                               (2 бали) 

 
 
9. Відділити дійсні корені рівняння 0363  xx .                                    (1 бал) 
 
 
10. Уточнити значення дійсних коренів рівняння 0363  xx  
 з точністю до 0,01 методом хорд.                                                                 (2 бали)                                                                                                
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ЗАЛІКОВИЙ МОДУЛЬ  № 4 
Тема: «Дослідження функцій. Побудова графіків» 

 
БІЛЕТ № 1 

 

1. Обчислити за правилом Лопіталя границю    30

4 1lim
cos2

х

хx е x




 .         (1 бал) 

 
 
2. Дослідити функцію 4 5cosy x x x    на парність.                              (1 бал)           
 
 

3. Знайти область визначення функції 3
2

2
7 8

y
x x


 

 .                      (1 бал) 

 
 
4. Дослідити на монотонність функцію 4 33 8 1y x x     .                  (1 бал) 
 
 

5. Знайти екстремум функції 
24 1

3 2
xy
x





 .                                                (1 бал) 

 
 
6. Дослідити функцію 4 3 22 12 5y x x x x     на опуклість та знайти точки 
перегину.                                                                                                        (1 бал) 
 
 
7. Навести достатню умову існування перегину.                                       (1 бал) 
 
 

8. Знайти найбільше та найменше значення функції 5 35 2
3

y x x    на 

відрізку  0;2  .                                                                                               (1 бал) 
 
 

9. Знайти асимптоти графіка функції 3
5
xy

x
   .                                   (2 бали) 

 
 
10. Обчислити за правилом Лопіталя границю  

0
lim 2x x

x
e e ctgx


  . (2 бали) 
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